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Le matematiche pure e miste nei primi dodici 
Congressi della Società Italiana per il pro- 
gresso delle scienze ^*l 



{IH Valentino Cehruti, a Roma.) 



Onorevoli colleohi, 



P, 



rima di dar princìpio a* nostri lavori consentitemi uno sguardo retro- 
spettivo all'opera, che la Società Italiana per il progresso delle scienze, ri- 
sorgente ora a vita novella, ha saputo compiere, in pochi ed omai lontani 
anni di esistenza, nel campo speciale degli studi matematici. Restringerò il 
mio discorso quasi esclusivamente alle sessioni tenute dalla Società dal 1839 
al 1847, durante il quale periodo essa ha spiegato un'azione davvero fe- 
conda e che per molti capi si potrebbe, senza esagerazione, qualificare come 
eroica. Nelle tre sessioni posteriori al 1847, sessioni rinnovate dopo non breve 
sosta e seguite ad intervalli saltuari, relativamente esigue furono le manife- 
stazioni in ogni ramo dell'umano sapere, ed anche le matematiche non som- 
ministrarono materia a comunicazioni o a discussioni che valgano a richia- 
mare sopra di se particolare attenzione. Ad esumare, in forma sia pure som- 
maria, la storia del passato, mi muove un sentimento di gratitudine, sempre 
doverosa e più oggi, che ci proponiamo di rinverdire una istituzione tanto 
benemerita del pensiero nazionale: un sentimento di gratitudine verso la 
memoria di uomini preclari, che onorarono il paese colla forza dell'ingegno, 
e non esitarono di sacrificare, quando fu necessario, la quiete e gli ideali 
dello scienziato per correre i rischi di- creare una j)atria e sobbarcarsi alle 
oscure e rudi fatiche di ordinare lo Stato. De' quali è bello a noi, venuti per 



(*) Discorso pronunciato in Parma il di 24 settembre 1907 inaugurandosi i lavori della 
Sezione I della Società Italiana per il progresso delle Scienze. (Prima riunione della Società, 
Parma, settembre 1907). 
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virtù loro in tempi favorevoli al culto pacifico degli studi, salvare dall'oblio 
i pensamenti e custodire con venerazione il patrimonio scientifico, che ci 
han legato, senza guardare se sia modesto e non quale l'avrebbe desiderato 
la nostra ambizione patriottica. 






Pietro Paoli, dotto professore di Analisi nell'Ateneo pisano, descriveva 
a foschi colori, nella prefazione al suo trattato di algebra (*), pubblicato nei 
primi anni del secolo scorso, le sorti miserande dell'insegnamento delle ma- 
tematiche nel nostro paese. Le parole del Paoli, concesso che rispondessero 
al vero in senso assoluto, sarebbe stato ingiusto applicarle in quel momento 
all'Italia sola, imperocché dappertutto, anche fuori d'Italia, ove si eccettui 
Parigi, le scuole di matematica non erano molte diverse o migliori di quel 
che fossero presso di noi. Certamente un insegnamento fiacco ed angusto 
non era fatto per promuovere il progresso degli alti studi: ma l'industria 
individuale sopperiva alle manchevolezze delle pubbliche istituzioni. Onde 
in quel tempo l'Italia poteva giustamente gloriarsi de' nomi di Lagkangk, 
Malfatti, Ruffini, BRUNAccr, Oriani, Nicola Pergola, e dello stesso Paoli, 
per non citare che i nomi maggiori e più noti, mentre si era appena chiusa 
la tomba del Mascheroni, rapito immaturamente in ancor fresca età alle 
scienze ed alle lettere. 

Le censure del Paoli, ripetute più tardi e in diverse occasioni con frasi 
troppo recise e senza le opportune riserve da uomini di grande autorità ('), 
generarono il pregiudizio che la produzione italiana nelle matematiche pure 
e miste della prima metà del secolo XIX abbia cosi tenue importanza da 
non meritare di essere considerata nella storia del movimento generale delle 
scienze dopo le grandi commozioni politiche e militari dell'epoca napoleo- 
nica. Panni invece che ove la si esamini con diligenza e senza passione o 
prevenzioni, lasciando pure in disparte ogni velleità di confronto, il quale 
riuscirebbe troppo sproporzionato, colle immortali creazioni contemporanee 
de' grandi matematici della Francia e della Germania, da nessun equo esti- 
matore si vorrà negare un posto onorevole ai geometri italiani, ai quali più 
che il valore è mancata la fortuna. A suffragio di questa opinione sarebbe 
facile ricavare argomenti decisivi dallo spoglio di atti accademici e di rac- 
colte scientifiche, che si venivano stampando in varie città d'Italia, raccolte 
scientifiche in gran parte oggidì pressoché ignorate dall'universale, dagli eru- 
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(lili in fuori. Ma io non intemlo di uscire diil compito die mi sono imposta, 
di coiìsiderarp uuicaiiienle i lavori prodotti ne' Congressi della nostra So- 
cietà, o che direttamente vi si collegano, tanto più che ini paiono bastevoli 
da sé a convincere cliicchessia della verità della mia affermazione. 



E vengo senza più al proposito mio cominciando dalle nialemaliclie 
pure: nelle quali ci si presenta in prima linea il nome altamente Htimabile 
del professore Felk:k Chiò. Il Chiù esordiva nella carriera scientifica comuni- 
camlo al Congresso di Torino (1844)) un notevole teorema sulla convergenza 
delie serie trigonometriche, teorema che fece molto onore al Malmbten{'), il 
quale lo ridiscoverse qualche anno dopo, e che ora suole essere riprodnllo 
ne' trattati di analisi colla dimostrazione datane da H. Holmogben ('). 

Nuovo e più apprezzato saggio del suo ingegno forniva il Ghiò nel Con- 
gresso di Genova (1846) proponendo due formule relative alla trasformazione 
di una funzione arbitraria in un integrate definito doppio dello stesso ge- 
nere di quella di Fouhier, formule che egli poi utilizzava nella determina- 
zione di qualche integrale definito conosciuto e di qualche altro nuovo. In 
quel medesimo Congresso poneva il suggello alla fama di abile analista ren- 
dendo conto delle sue classiche ricerche intorno alla serie di Laoiiange, ini- 
ziate allo scopo di rettificare una conclusione fallace contenuta nella Nota XI 
del Traile de la résolution des équations nu)nériquen de lotta leu degrés del 
sommo geometra torinese. Le quali ricerche poi egli ridusse in tre Memorie: 
le prime due inserite, con relazioni lusinghiere del Cauchy, tra quelle del- 
l'Accademia delle Scienze di Parigi e la terza pubblicata, dopo la morte ed 
in compendio, negli Atti dell'Accademia delle scienze di Torino ('). 

Antagonista del Chiò sorse a fìenova il Menahhka {'), propugnatore con- 
vinto, ma non egualmente felice, della teoria lagrangiana. alla cui illustra- 
zìoue dedicò in quel torno di tempo, due estesi lavori e poi, trascorsi tren- 
l'anni, sparilo già il Chiò, vari articoli di polemica col Genocchi {'). 

Uno dei teoremi fondamentali scoverti dal Chiò intorno a una condi- 
zione, la quale, quando è verificala, assicura la convergenza della serie, fu 
in seguito ridimostrala con procedimento più semplice e più intuitivo da 
altri, ma le disquisizioni minute nelle quali egli si è addentrato circa la ri- 
cognizione dell' effettivo campo di convet^enza e l'applicazione della serie 
alla risoluzione delle equazioni, nonché le dispute vivaci che ne conseguì- 
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rono, potrebbero oggi ancora essere studiate con frutto e provocare nuove 
e interessanti indagini. 

Tra i collaboratori più attivi e costanti de' vari Congressi va collocato 
Serafino Minich, professore di calcolo infinitesimale nelFUniversità di Pa- 
dova. Le sue comunicazioni si aggirano su multiformi soggetti : la geometria 
cinematica, l'eliminazione delle funzioni arbitrarie, l'integrazione delle equa- 
zioni alle derivate parziali, le condizioni d'integrabilità delle forme differen- 
ziali ed alle differenze finite, dove sono ampliati alcuni teoremi di Lagrange 
e di Libri, ed altre intorno ai trascendenti ellittici ed abeliani. Delle quali 
ultime, esposte al Congresso di Venezia (1847), non si hanno che i titoli 
desunti dal diario del Congresso, mancando gli Atti che non furono pub- 
blicati, ma se ne può arguire il contenuto dalle Memorie sullo stesso sog- 
getto, che il Minich presentò in quel medesimo anno all'Istituto veneto. Tra 
esse piacemi segnalare la Memoria sulla integrazione algebrica di un sistema 
di equazioni differenziali iperellittiche (*). La integrazione algebrica di tal si- 
stema di equazioni, così per via indiretta come per via diretta, fu oggetto di 
iterate ricerche da parte di Jagobi, Richelot, Haedenkamp, Liouville e più 
tardi anche del Genocchi e del Brioschi (*). Il lavoro del Minich contiene un 
nuovo procedimento di integrazione diretta e tra i vari lavori ora ricordati, 
che lo hanno preceduto o seguito, tiene sempre un posto ragguardevole. 

Rilevo ancora dal diario testé ricordato, che il Minich prestò viva at- 
tenzione ad uno studio sulla moltiplicazione e la divisione de' trascendenti 
abeliani di prima specie, svolto avanti al Congresso dal dott. Guido Susani. 
Non sono riuscito a scoprire se e dove il Susani abbia pubblicato il suo la- 
voro; malgrado ciò parvemi conveniente non dimenticarlo in questa rasse- 
gna, come dimostrazione che in quei tempi non mancava tra noi chi si oc- 
cupasse delle teorie più astruse dell'analisi matematica. Fatto tanto più no- 
tabile nel caso particolare, ove sì pensi che le celebri ricerche dell'HERMiTB 
sul medesimo soggetto risalivano a soli tre o quattro anni innanzi, e nel 1847 
non avevano ricevuto che una diffusione assai limitata. 

In un dominio affine, cioè nel dominio delle trascendenti ellittiche e più 
propriamente delle loro applicazioni alla geometria, rientra la parte meglio 
conosciuta del contributo recato dal prof. Nicola Trudi al Congresso di Na- 
poli (1845). Jacobi, invocando il soccorso delle funzioni ellittiche, aveva de- 
dicato una elegante Memoria allo studio delle proprietà dei pohgoni di Pon- 
CBLET, cioè de' poligoni simultaneamente inscritti in una sezione conica e 
circoscritti ad una seconda, nel caso speciale in cui le due coniche si ridu- 
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cono a due forclii iiiteniì l'uno iiU'alIro, donde in partiooliire scaturiva una 
coslruxiune delle Ibrinule {per la molliplicazione. Il Tituiir complelò lo studio 
di Jacobi, estendendolo al caso di due coniche qualunque ed in una giacitura 
rispettiva aasolutaiiiente generale, mediante un singoiar processa di elimina- 
zione, che, a (juatito è asserito negli Atti del Congresso, sembra aver con- 
dotto l'autore ad altri pregevoli risultali nella dottrina delle equazioni bìno- 
mie e nell'assegnazione delle condizioni per la risolubilità algebrica di equa- 
zioni di grado superiore al quarto. Checché sia di queste ultime indicazioni 
sulle quali non seppi mettere insieme notizie concrete, riguardo alla prima 
parte dell'opera del Thudì si hanno elementi sicuri di giudizio in una serie 
di Memorie, che egli più tardi e a varie riprese consegnò negli Atti dell'Ac- 
cademia delle scienze di Napoli; Memorie che per profondità e generalità di 
ricerca in nulla cedono ai lavori quaei contemporanei del Cayley, del Sai.mon 
fi del Brioschi e forse li superano in perspicuità e genialità di esposizione ('"). 

In una direzione totalmente diversa si distinsero Paolo FmsrANi, astro- 
nomo nella Specola di Brera, e Giovanni Maria Lavagna, professore nell'U- 
niversità di Pisa. Del primo è negli Atti del Congresso di Milano (1844) re- 
gistrata un'utile munogralia sulle equazioni trascendenti e nel Congresso di 
Venezia (I8i7) un lavoro di maggior polso sul problema di Pkafk, pubblicati 
poi entrambi per disteso nelle Kffemeridi astronomiche di Milano ("). Questa 
«icostanza salvò le due produzioni del Frisiani da un completo oblìo: in- 
vece sorte più disgraziata attendeva la Memoria letta dal Lavagna nel Con- 
gresso di Napoli (1845) sull'integrazione delle equazioni non lineari alle de- 
rivate parziali del prim'ordiue con un numero qualuniiue di variabili. Seb- 
bene sia negli Atti del Congresso un'analisi abbastanza larga della Memoria, 
che permette di ricomporla nelle sue linee essenziali, e nei volumi dell'Ac- 
cademia Gioenia di Catania per l'anno 1850 il lavoro completo quale fu esi- 
bito al Congresso ( "), essa passò inosservata, ed a torto. Perchè si tratta di 
uno studio eccellente, nel quale con procedimento ahiuanto diverso da quello 
proposto da Jacohi, è ampliato al caso di un numero qualunque di variabili 
il metodo d'integrazione escogitato dal Laghange pel caso di due variabili 
indipendenti. Ed anche oggi può riuscire non senza vantaggio conoscere gli 
espedienti a cui ricorre l'autore per costruire l'integrale generale e per ri- 
solvere il problema di Cauchy. 

Giunto a questo punto il mio pensiero si volge spontaneo verso il de- 
cano de' nostri matematici, uno de' pochissimi superstiti fra quanti parteci- 
parono operosamente aì Congressi anteriori alle guerre per l'indipendenza 
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nazionale, al prof. Tardv, che dopo lunghi anni consacrati all'insegnamento, 
passa ora quasi nonagenario l'estrema vecchiezza in onorato riposo. Presentò 
il Tardv al Congresso di Milano (1844) una Memoria sui differenziali a in- 
dice fratto; essa fu sottoposta all'esame di una Commissione formata del 
PiOLA e del Plana ed ebbe favorevole il voto de' due illustri personaggi. 
Non mi risulta che la Memoria sia stata divulgata per le stampe; ciò non 
di meno se ne può ricavare la sostanza dal rapporto del Piola e del Plana 
che figura negli Atti del Congresso e dal testo di un'altra Memoria col me- 
desimo titolo venuta alla luce quattordici anni dopo, nel primo tomo degli 
Amiali di Matematica pura ed applicata (*'); dove è da notare la definizione 
di derivata secondo un indice qualunque dedotta come ovvia e naturale 
estensione da quella che dette il Laplace per le derivate ordinarie col mezzo 
di un integrale definito. Il quale integrale a sua volta non differisce dall'in- 
tegrale ben noto del Cauchy che esprime il valore di una funzione uniforme 
di variabile complessa o di una sua qualsivoglia derivata ordinaria nel centro 
di un cerchio, quando sia conosciuta la successione de' valori della funzione 
al contorno. Tale definizione non collima colla definizione a cui si era fer- 
mato il LiouviLLE in numerose pubblicazioni sul medesimo argomento e le 
è di gran lunga preferibile. Dei procedimenti spiegati nel suo lavoro fece il 
Tardy uso sistematico in una Memoria di squisita fattura sul moto dell'acqua 
in vasi di varia forma, stampata separatamente in Firenze nel 1847(**), che 
fu poi oggetto di varie acute osservazioni da. parte del Genocchi ('*). 

Coronamento della prima parte di questa mia cursoria enumerazione 
sarà il ricordo, per noi incancellabile, dell'intervento di Borchardt e di 
Jacobi al Congresso di Lucca (1843). Borchardt vi lesse una Memoria sopra 
certi sistemi di equazioni differenziali non lineari, che ammettono un nu- 
mero limitato di integrali algebrici, conducenti ad alcune note formule per 
la trasformazione delle funzioni ellittiche (*'). Jacobi vi enunciò un teorema 
relativo alla teoria dell'ultimo moltiplicatore il quale offre una regola sem- 
plice e certa per costruire, conosciuto che sia il moltiplicatore di un sistema 
di equazioni differenziali del prim'ordine, il moltiplicatore corrispondente per 
il sistema ridotto, che si trae dal dato, quando se ne possegga un integrale 
contenente una costante arbitraria. 

La presenza di Borchardt e di Jacobi al Congresso di Lucca è memo- 
rabile altresì, perchè coincide con un momento importante nel rinnovamento 
degli studi matematici presso di noi. Jacobi aveva nel 18441 intrapreso per 
ragioni di salute, in compagnia di Steiner e di Borchardt, un viaggio in 
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Italia e sì era soH'ennato a lungo in Roma ed in Napoli. Dimoranilo a Roma 
vi arricchì il Oiornale Arcadico Ji varie comunicazioni in lingua italiana sopra 
soggetti di analisi e dì meccanica (''), coadiuvato nella loro conipo:ji»ione in 
una lingua che non gli era troppo famigliare, dal Chblini, il quale ad alcune 
aggiunse di suo dei notevoli coniinenti. Contemporaneamente lo Steineh sco- 
priva la celebre superficie speciale di quart'oriiine della proprietA caralterì- 
slica di essere incontrata secondo due sezioni coniche da ogni suo piano 
tangente e pubblicava nella medesima rivisla una interesHanle Memoria sulle 
coniche inscritte in un triangolo o in un quadrilatero e sulle coniche circo- 
scrìtte ad un triangolo o ad un quadrigono ("). 

Anche la stanza in Napoli non passò vana per la scienza, imperocché 
dalle conversazioni ivi avute con Jacoui e con Stkcnkr trasse il Radula ma- 
teria e incitamento a'suoi lavori più belli veisanli intorno alle singolarità 
delle curve algebriche piane ('"). 



Nelle inalematiclie applicate emerge sopra tutte le altre la veneranda 
figura di Ottaviano Fabhizio Mossotti. professore dì meccanica celeste e 
di iisica matematica nell'Università di Pisa. La massima parte delle sue co- 
municjiziuni nei vari Congressi, traggono origine e tro%'ano ragione in una 
Memoria, oggi assai rara, che egli aveva fatto slampare nel 1S36 in Torino, 
sulle forze regolatrici dell'intima struttura dei corpi ('"). Da pochi anni era 
sorta, per opera principalmente di Navikh, Cauckv e Poisson, la teoria ge- 
nerale della elasticità riposante sulla ipotesi della composizione corpuscolare 
della materia e delle azioni a distanza. Ammessa l'azione a distanza, da un 
punto di vista astratto e meramente matematico non fa certo difficoltà, im- 
maginare che essa proceda secondo una funzione a piacere della distanza 
medesin)a, e possa anche, come suppose il Boscovn^H, col variare di essa 
mutare natura più volte dì seguito, diventando ora attrattiva, ora repulsiva. 
Ma quel che pu<') rimanere indifferente al matematico, altrettanto non av- 
viene al fisico, il quale ama ricostruire i fatti multiformi e com|)lessi della 
natura con elementi semplici e parlanti alla fantasia. Appunto per so(UIÌsfare 
ad un simile bisogno il Mossotti compc)se come una specie di modello, dal 
quale i fatti che nel suo tempo più tormentavano la mente <lei fisici, rice- 
vono, [|iialitatìvaniente almcTio, una spiegazione, n mcglit) mia irderpreta- 
zinne semplice e rigortisa. Ksclusa ogiii azione clemeMlare che niin fosse 
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un'attrazione od una repulsione newtoniana, immaginò tutto lo spazio riem- 
pito di un fluido od etere, le cui particelle si respingano tra loro colla legge 
suddetta, ma per tutto il resto goda delle proprietà dei fluidi ordinari. In 
questo fluido pensò disseminate le molecole ponderabili repulsive tra loro, 
ma attraenti le particelle dell'etere sempre colla legge newtoniana. In forza 
di considerazioni analoghe a quelle di cui fa uso Laplace nel libro XII 
della Meccanica celeste, la pressione del .fluido etereo dovrebbe risultare in 
ogni luogo proporzionale al quadrato della densità; posto questo il Mossotti 
con sottile analisi pervenne a dimostrare, che l'etere in equilibrio si aggruppa 
intorno ad ogni molecola formando un'atmosfera di una densità grandissima 
nella contiguità della molecola, ma decrescente con tanta rapidità, che ad 
una distanza sensibile la condensazione può considerarsi come nulla e la 
densità confondersi con quella generale dell'etere nello spazio. Pertanto nel 
modello del Mossotti i corpi ponderabili vanno concepiti come un aggre- 
gato di nuclei solidi armati di atmosfere eteree. Un calcolo elegante e con- 
dotto con singolare maestria lo condusse a riconoscere che l'azione reci- 
proca di così fatti elementi segue tal legge da riuscire repulsiva e rapida- 
mente decrescente nelle distanze minime, attrattiva nelle maggiori e conforme 
alla newtoniana nelle sensibili. Le idee del Mossotti sulla costituzione della 
materia furono nel decennio dal 1840 al 1850 vivamente discusse anche 
fuori d'Italia, massime in Inghilterra, e fornirono argomento a replicate di- 
spute nei Congressi della nostra Società. Alle medesime idee sono informate 
le sue auree Lezioni di Fisica matematica (**). 

Una delle applicazioni più notevoli di tali vedute fu certamente quella 
che egli fece nel Congresso di Firenze (1841) alla teoria della dispersione 
della luce. Osservando che nell'etere libero la dispersione non esiste o è 
inapprezzabile, il Mossotti suppone che la presenza delle molecole ponde- 
rabili generi, nello spazio da esso occupato, un'alterazione periodica nella 
densità e nella forza elastica dell'etere medesimo; e giunge così per la ve- 
locità di propagazione di un'onda di data lunghezza ad una formula la quale 
coincide colla formula dedotta dal Cauchv in ben diversa ipotesi. Un modo 
di vedere non dissimile fu accolto, ma altrimenti sviluppato, dal Briot ven- 
titre anni appresso nei suoi saggi sulla teoria matematica della luce. 

Un'altra applicazione descrisse il Mossotti nel Congresso di Torino (1840), 
destinata a spiegare la generazione della forza contrattile superficiale intro- 
dotta dal YouNG nella sua teoria dei fenomeni capillari, della qual teoria 
propose inoltre una semplice e chiara esposizione. Ad essa aggiunse poi 
nuove e più ampie dilucidazioni nel Congresso di Genova (18M)). 
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Di una terza iiij^ejrnosa applicazione è traccia iief^rli Atti del Coiij^resso 
di Siena (1SG2), diretta a chiarire il nieccanisnio delle scariche elettriche fra 
le nuhi tenì[)oralesche e dell'azione |)roleltrice dei parafuhnini. 

Ma oltre le comunicazioni, che in maniera diretta o indiretta si ricon- 
nettono colla sua dottrina intorno alla genesi delle forze molecolari, gli Alti 
dei Congressi ne contengono altre ancora di non minore imporUmza, le (juali 
hanno resistito meglio al leiìì|)o e ai progressi della scienza. 

Ad esempio negli Atti del Congresso di Lucca (IS43) è parola di una 
Memoria del Mossotti, ri|)ortata poi nel primo tomo degli Auìmli (ielle Uhì- 
verHiUi toscane^ sulle proprietii degli spettri foiinati dai reticoli in cui, fon- 
dandosi sulle osservazioni di Fhalnhofer, stahilisce una espressione per la 
lunghezza d'onda corrispondente ad una data linea dello spettro in funzione 
della sua distanza della linea centrale. Negli Atti del (Congresso di Ge- 
nova (1844>) sono riassunti i risultati delle sue ricerche originali, e sempre 
in onore, intorno alla teoria matematica dei dielettrici conforme alle vedute 
di Fahadav, ricerche |)ul)blicate quasi subito per disteso nelle Memorie della 
Società Italiana dei XL : e negli Atti del Congresso di Napoli (1845) è rife- 
rita una sua breve Notii sopra una espressione del termine generale dell'e- 
(|uazione del centro. Ma di qualche altra comuìiicazione, come ad (^sempio 
sulla deduzione delle formule di Frksnkl per la doppia rifrazione dalle e(|ua- 
zioni del moto dei corpi elastici (Milano, 18-14), sull'analisi dello spettro so- 
lare e riflessioni sulle teorie dell'ottica (Napoli, 1845), non nìi fu dato di 
rintracciare che poco più dei sem|)lici titoli. 

Cran parte dei lavori del Mossotti ('""), ammirabili per eleganza e so- 
brietà di dettato e per originalità di v(Mlute, si trovano dispersi in collezioni 
di diffìcile accesso o poco conosciute: ben si provvederebbe alla sua fama 
e più ancora al progresso degli studi ripid)blican(lole in un corpo unico. 

Accanto al Mossotti deve porsi il Plana. Questi nel Congr(»sso di Mi- 
lano (1844) esj)ose la sostanza della sua grossa Menìoria : SnlUt distrihazioue 
permanente dell' elHtricitii alla superficie di due sfere insalate, stampata poi tra 
quelle delTAccadenna delle scienze di Torino!"'). La Memoria del Plana, 
sebbene ristretta ad uno speciale e celebcMrinìo problema, può |)er certi lati 
riguardarsi come un trattalo di elettrostatica. Kssa è un commento ad una 
Memoria classica di PorssoN, in cui il problema delTiiiduzione nuitua di due 
sfere era stato, ridotto alla risoluzione di una e(|uazione funzionale. Ma le 
formule, che il Poisson nc^ aveva ricavale per il calcolo della delusila elet- 
trica, offrivano il tìanco a vari(» obiezioni e parevano condurre a risultati il- 

Anurdi di Mtti**mnlica, St'rie III, Tonio XV. ì 
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lusori Oltre a vari niiglioraiiìonti di iiìinor conto, il Plana perfezionò la 
teoria del Poissox per «riiisa da piegarla alle valutazioni nunìerielie e la cor- 
redò di tabelle diligentemente calcolate, tuttora in uso presso i fisici, che 
permettono un innnedialo riscontro fra i risultati della teoria e le misure 
speriìnentali. Si posseggono al certo oggidì delle risoluzioni del [)rol)lema 
più elabora t(^ e [)iù intuitive; ed è stato dimostrato recentemente dal Dah- 
uoux l'attinenza della risoluzione del PorssoN con quella che si trae col lìie- 
todo delle inunagini C^); ma non saprei dire se rispetto alle calcolazioni nu- 
meriche le nuove soluzioni soìuministrino delle l'ormole più conìode di ipielle 
del Plana o almeno ignoro se per questo riguardo sia mai stato eseguito 
un confronto accurato e decisivo. 

Di fronte ai lavori del Mossotti e del Plana tutti gli altri paioìinii as- 
sumere figura secondaria, sebbene tra essi noìi manchino di (juelli non in- 
degni che se ne conservi memoria. In via di esempio sarebbe ingiusto di- 
menticare che il Bklli, distinto professore di fisica neirUniversità di Pavia, 
svolgeva nel Coìigresso di Padova (1844) delle considerazioni matematiche 
so|)ra alenili fenomeni geologici e vi esponeva il progetto <li una serie di 
osservazioni sistematiche al fine di risolvere la controversa questione sulla 
fluidità interna della terra. 

E non si saprebbe nemmeno passare si)tto silenzio il nome di Gabkio 
PfOLA, il (juale nel Congresso di Milano (1844) proponeva una nuova analisi 
del probleìua del moto dell'acqua ne' canali, (luaìituiKjue incerte ed imper- 
fette ne siano le conclusioni. Fu il I^iola zelante [)ropagatore de' nìetodi 
della meccanica analitica di Lagkanok e della nuova meccanica molecolare 
di Galcuv e Poisson; e si conciliò la gratitudiìie degli studiosi con un esteso 
trattato sugli integrali definiti, con un'esposizioìie ordinata del calcolo dei 
residui del Cauchv e colla traduzione italiana, in connine col Frisiani, cor- 
redata di estesi couìmeìiti di una Memoria dello stesso C4AUCHY sul calcolo 
de' limiti C*^). Egli si occupò con singolare pertinacia, cui piacerebbe fosse 
toccato migliore successo, di problemi idrodinamici ed in ispecie del moto 
deirac(iua nei fiumi e nei canali regolati. Il Bkioschi nel curare la stampa 
di una Memoria postuma del Piola intorno al moto dell'acqua negli alvei 
sco|)erti ("*), premise di suo una miinita recensione delle riceiche anteriori 
del Piola stesso e degli altri matematici italiani della i)rima metà del se- 
colo xrx suiridraulica razionale. Dalla recensione del Biuoscni risulta chia- 
ramente» che ess(^ son tutte in([uinate da due vizi fondamentali: uno anali- 
tico ed uno fisico. Il vizio analitico, oltre la introduzione quasi costante di 
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un'ipotesi restrittiva, che esclude la possibilità di moti vorticosi, consiste in 
una non esatta ne completa posizione del problema ris|)etto allo condizioni 
ai limiti. Le soluzioni faticosamente combinate sono sempre più o meno 
particolari e non hanno mai tutta la voluta generalità per adattarsi ad ima 
forma arbitraria delle pareti: o per lo meno le condizioni alle pareti non 
sono prese subito in considerazione ne calcoli per subordinarvi la soluzione 
che si vuol costruire. Ed anche quando la soluzione ha generalità sufficiente, 
essa è presentata in forma tale che la determinazione degli elementi arbi- 
trari mediante le coiulizioni ai limiti riesce |)ressochè impraticabile. Il vizio 
fisico riguarda gli effetti dell'attrito interno e dell'attrito alle pareti sempre 
trascurati : cosa concedibile finche si tratta dell'esito dell'acqua da fori pra- 
ticati in un vaso di limitate dimensioni, ma non più nel moto per lunghi 
tubi, per canali o fiumi, dove essi hanno influenza preponderante. Le ricerche 
del PioLA e de' suoi contemporanei hanno radice comune nelle soluzioni 
trovate dal Ventuholi per il moto dell'acqua in un vaso conico rotondo ad 
asse verticale (") e dal Giulio C^") in un vaso generato dalla rotazione di 
una iperbole cubica intorno ad un suo asintoto: soluzioni particolarissime e 
starei per dire fortuite, cioè non <ledotte con metodo certo e razionale. Primo 
invece a risolvere correttamente uìi problema di sin) il genere fu il Betti ('■'), 
che riuscì a determinare in modo rigoroso l'efflusso dell'acqua da un vaso 
parallelepipedo con una fessura rettangolare scavata, parallelaìuente a due 
pareti opposte, nel fondo supposto orizzontale. Per debito di giustizia non 
si può tuttavia dissimulare che malgrado la imperfezione dei lavori del Ven- 
tuholi e suoi seguaci, aveva pur saputo il Bidone, con ragionamento iiìge- 
gnosissimo, trarne il valore del coefficiente di contrazione per una vena 
sgorgante da una luce circolare scolpita in parete sottile ('"). 

Insieme col Piola giova mentovare per indagini di idraulica teorica il 
prof. Vincenzo Amici dell'Università di Pisa, autore di un trattato di mec- 
canica, che ebbe a' suoi dì buona riputazione come contenente alcune utili 
e, per quel tempo, nuove osservazioni sull'applicazione del principio delle ve- 
locità virtuali a' corpi continui o quando si tenga ragione della resistenza 
^l'attrito e per qualche elegante <leduzione relativa al moto dei liquidi. Dei 
(piali perfezionamenti, di carattere sostanzialmente didattico, nella trattazione 
tlella meccanica I'Amici ebbe per consuetudine d'intrattenere i vari Congressi 
ai quali intervenne di persona. 

Per bontà di esposizione più che per novità di risultati meritano lode 
alcuni lavori del Padula (Napoli, 1845) sulle equazioni per il moto de' li- 
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quidi, sui sr>licli <ii ejrual resistenza, sulla flessione delle travi incastrate ai 
due estremi, e suirequilibrio dei imui che sostengono la spinta «Ielle terre: 
ed al medesimo titolo va segnalata ima monografia del professore Obici «To- 
rino, IHi')), [)ubblicata poi in appendice al trattato di fisica generale drl 
Mozzoni!^'), sulla <leternnnazione grafica delle lej^i del moto cagionato nei 
corpi dalle percosse. 

Ma di maggior momento apparirono senza dubbio alcuni tentativi del 
CooAZZA (Milano, IHii; Genova, 18W>) per una teoria del calore fondata sulla 
tiottrina delle ondulazioni, che potrebbero servire di propedeutica ad un 
modo di analisi degli effetti termomeccanici ("). 

Degne pure che se ne faccia menzione sono varie notizie riguardanti 
argomenti di astronomia e di meccanica celeste, tra le quali mi contenterò 
di ricordare (juelle del Carlint relative alla determinazione delle costanti del- 
l'orbita lunare ed agli elementi parabolici della cometa scoperta a Roma il 
-i'-i agosto 1844 (Milano, 1H44), del Santini intorno alle perturbazioni pro- 
dotte da fJiove e da Saturno sul moto della cometa di Biela (Padova, 1845}, 
e finalmente di Hikla sulla relazione fra i movimenti progressivi de' corpi ce- 
lesti secondari col moto rotatorio del rispettivo corpo primario (Padova, IHi'i}. 






Mi |)arrebbe di venir meno al debito mio se terminassi (|uesta rapida 
corsa senza accemiare alla presentazione fatta da Carlo Barbacje al Con- 
gresso di Torino (184^)) della sua ingegnosa e celebre macchina calcolatrice, 
sulla (piale il Mknafìrea com|)ì uno studio particolareggiato ('^); studio che 
(»bl)e al suo t(Mn|)o molto grido e, stampato dapprima nella Bibliothèque uni" 
mrHf'Jlr di fJinevra, fu quasi subito riprodotto, voltato in inglese, e commen- 
tato, in una collezione di Menìorie scientifiche pul)blicate a Londra per cura 
di K. Taylor. 

Per il medesimo motivo non posso tacere dei vari apparecchi sottoposti 
da Tito (Ionnklla al giudizio del Congresso di Firenze (1841) tra i quali 
|M»r il matematico ha particolare interesse un planimetro per la quadratura 
(Ielle aree piane, che fu come Torigine dei vari strumenti integratori ideati 
in seguito, l/apparecchio del Gonnella, al quale l'autore dedicò una Me- 
moria illustratrice j)regevolissima per sè(^M, forniva l'area racchiusa tra una 
curva, una retta e due perpendicolari a quest'ultima e corrispondeva alla 
ordinaria scomposizione di un'area piana in trapezi infinitesimi con rette 
p^M'pendicolari all'asse delle ascisse. 
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Ho già (letto che nelle tre sessioni di Siena (1862), Roma (1878) e Pa- 
lermo (1875) le matematiche furono poco o nulle rappresentate se non forse 
per studi, che vi hanno un nesso molto indiretto. Tali, per esempio, do- 
vranno dirsi le lunghe e minuziose determinazioni (Roma, 1873) sperimentali 
del coloiHiello Pietro Conti intorno alla resistenza d'attrito nei corpi so- 
lidi, allo scopo principale di riconoscere Tintluenza della velocità su tale re- 
sistenza, determinazioni che furono poi riunite in una voluminosa Memoria 
dell'Accademia dei Lincei ('); e così pure gli studi sperinìentali del medesimo 
colonnello sulla resistenza dei materiali, di cui l'Accademia dei Lincei ac- 
colse nei suoi Atti la parte relativa alla flessione della pietra sereìmC''), 

Lo stesso carattere hanno ancora gli accuratissimi e svariati lavori del 
Pjsati (Palermo, 1875) sull'elasticità dei metalli a diverse temperature ("). 
Nell'esecuzione dei quali lavori il Pjsati acquistò un'ahilità sperimentale ve- 
ramente rara, che lo mise in grado di condurre poi a splendido termine l'im- 
presa, assunta insieme col Pucci, della determinazione del valore assoluto 
della gravità in Roma e dell'attrito interno di varie specie di gas("). 

Per certi lati confina similmente colla matematica applicata la Memoria 
letta dal Gerboni nel Congresso di Roma (1873) dove per la prima volta 
con plastica evidenza e somma precisione sono posti i fondamenti razionali 
della contabilità e data forma e contenuto scientifico a una dottrina che era 
sempre rimasUi nel dominio dell'empirismo (*'). 






Onorevoli colleghi — Sebbene io mi sia ingegnato di riassumere impar- 
zialmente e con ogni migliore diligenza l'opera matematica dei passati Con- 
grei?si, non ho la pretesa di essere stato completo : può essere che qualche 
lavoro di pregio mi sia iiiavvertentemente sfuggito e che di (|ualche altro 
abbia taciuto per non averlo apprezzato al suo giusto vah)re. E un difetto 
del quale non mi voglio scusare; ma lo schivarlo sarebbe tornato difficile, 
perchè è sempre malagevole sottrarci all'influenza delle inclinazioni e delle 
opinioni che si radicano in ognuno di noi come conseguenza degli studi 
personali. Sarei contento per altro se colla mia stringata rassegna fossi al- 
meno riuscito a mostrare infondato il troppo sfavorevole giudizio che suol 
portarsi dello stato delle scienze matematiche nel nostro paese nei primi 50 
anni del secolo passato. 
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Fu deplorato che in Italia non si fosse mai potuta costituire una tra- 
dizione matematica, o che fosse mancata la continuità anche là dove mo- 
mentaneamente qualche ingegno eletto aveva saputo suscitare l'amore all'in- 
vestigazione geometrica. 11 fatto, vero in certa misura, ebbe varie cause, che 
furono dette e ripetute tante volte: ma tra esse ve n'ha una molto umile, 
che forse ha esercitato e può esercitare un influsso più grande di quello che 
ordinariamente gli si suole attribuire. In un paese povero, dove il movimento 
e la trasformazione della ricchezza si riducono a proporzioni minime, dove 
i grandi problemi dai quali dipendono la floridezza e la potenza dello Stato, 
non sono atfrontati, l'utilità pratica della matematica non va al di là degli 
elementi indispensabih perla vita comune: e l'interesse perle quistioni piiY 
elevate e riposte non può essere che retaggio casuale di qualche mente pri- 
vilegiata. Tale era la condizione dell'Italia nella prima metà del secolo xix. 
Ma oggi non è più così. 11 meraviglioso risveglio industriale; le opere colos- 
sali per la sistemazione e l'esercizio delle comunicazioni aeree, terrestri e 
marittime; il generale rinnovamento edilizio; lo sfruttamento dell'energie 
naturah in tutte le loro forme; l'assetto dei grandi servizi di Stato; la co- 
stituzione di nuovi istituti economici imposti dall'incessante trasformazione 
sociale, hanno richiesto già e richiedono senza tregua la risoluzione di pro- 
blemi complessi, pei quali l'ausilio della matematica nelle sue parti più de- 
licate è così necessario e prezioso, che sono costretti ad acquistarvi fami- 
gliarità moltissiìiìi, a cui la scienza non è un fine ma un mezzo. Queste ne- 
cessità di ordine tecnico esercitano per converso un benefico intlus-o sui 
cultori della scienza per se, tanto rispetto all'indirizzo delle loro specula- 
zioni, (luanto rispetto al perfezionamento dei metodi di ricerca. Poiché la 
matematica astratta nella nuova vita italiana rappresenta non più una dot- 
trina di lusso e decorativa, ma un valutabile fattore economico, è lecito 
sperare che il cammino ascendente, il quale dura con tanta fortuna da oltre 
mezzo secolo, non abbia ad allentarsi, ma continui con vigore moltiplicato. 
A raggiungere tale intento riuscirà efiicacissiina l'azione della nostra Società 
accomunando ed organizzando studi e studiosi. Essa nei primordi si valse 
d(»lla scienza per cooperare alla formazione di una coscienza politica nazio- 
nale. Ora ha avanti a se un ideale non meno nobile e più proprio alla sua 
indole; quella di creare una coscienza scientifica nazionale. 
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NOTE 



De' vari autori sono citate, oltre le pubblicazioni alle (juali si fa allusione espressa nel 
lesto, anche alcune altre che hanno con esse* una stretta connessione. 

(M Paoli (Pietro). Khmeuti ili Muehm, Pisa, Tip. della Soc. letteraria, MDCCCIII-MDCCCIV, 
I, pref., pp. V-VII. 

(■) V. ex. g Bklthami (Rutenio) in Collectnueii wafhcmnficn tninr primum etìita, Milano, 
Ulrico Hoepli, 1881, pp. I-Ill. 

(*) Malmstkx (Carlo Giovanni). Note sur la coìiverifetice des séries. L'psala, Nova Ada Soc. 
Si>., XII, 1844, pp. 255-270. 

— f'eber eÌHen Safs vonder Converyeiis (kr lieiheu. (irunert, Archiv, VI, 1845, pj). 88-il . 

00 

Si tratta del teorema: * Se è Su,, una serie a termini positivi divergente con lini un =-(), 
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sono convei^genti le due serie JC loi cos (w -f li • ', 1' ww sen (a> -f h9), tranne che per 9 mul- 
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ti pio della circonferenza ». 

(*) HoLMOREN (Hjalmar). Sur la convergence des fiéries trigonométriqxiss procédanf suivatit 
les muUiples d*UH méme are. Liouville, Journ. d. math. pures et applicjuées, XVI, 1851, 
pp. 186-190.. 

(•) Per notizie minute sui lavori scientifici del Chiù e sulle controversie derivate dalh» 
sue ricerche intorno alla serie di Lagrange vedi : 

Genocchi (Angelo). Notizie inforno alla vita ed agli scritti di Felice Chiù. Bui letti no 
di Bibliografìa e di Storia delle Scienze matematiche e fisiche pubblicato da B. Bonconi- 
pagni, 1871, IV, pp. 363-380. 

BoNCOMPAONi (Baldassarre). Catalogo dei lavori di Felice Chiù. Id., id., pp. 381-iOO. 

Ferraris (Galileo) in Discorsi per V inaugurazione del busto di Felice Chiù nella r. Uni- 
versità di Torino il 2H novembre 1872. Torino, Stabilimento dell'Unione tipografico-edi- 
trice, 1872, pp. 5-28. Il discorso del Ferraris fu riprodotto nella raccolta delle sue Opere 
pubblicate per cura dell'Associazione elettrotecnica italiana. Milano, Ulrico Hoepli, l902-^H)i, 
III, pp. 331-351. 

Marie (Massimiliano). Théorie des fonctiotis de variables imaginaires. Paris, Gauthier- 
Villars, 1874-76, III, pp. 280-813. 

(•) I due lavori principali del Menabhea sulla serie di Lagrange hanno per titolo: 

Mémoire sur la séri^ de Lagrange. [I8i3|. Torino, Acc. Se, Memorie, 2." serie. Vili, 
1846, pp. 91-128; 
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Observnfiou^ sur la vèritnìAe iuteri)rétnti(m de hi sèrie de TAngranye. [18461. Torino, id., id., 
X, I8i9, pp. 111-16^. 

Insieme» con essi giova altresì ricordare la relazione del medesimo Menabkra sopra uìia 
Memoria del Chiù intorno alla convergenza e le proprietà della serie dì Lagrange, letta nella 
seduta del 2 luglio 18i3 della R. Accademia delle Scienze di Torino, e stampata, colTag- 
giunta di tre Note, nelT « Antologia italiana. Giornale di Scienze, Lettere ed Arti ». Torino, 
an. I, t. II, 18i7, pp. 65-88. 

(^) Gli articoli di polemica cui si accenna nel testo sono: 

Gknocchi (Angelo). Intoi-ìio ad uìw lettera del .«?#>/. conte L. F. Mknamhra. Hullettino di 
Bibliografia ecc., ecc., V, 187^, pp. r):J5-5i*3. 

— liìchinmo a favore di Felice Chiù. Hullettino di Bibliografia ecc., ecc. VI, 1873, 
pp. 153-158. 

— Su d'una controversia intorno alla serie di Lagrange. Torino, Acc. Se, Atti, Vili, 
1874-73, pp. 18-31. 

— Breve risposta al signor conte L. F. Menabrea. Bui lettino di BibliograHa ecc., ecc., 
VI, 1873, pp. 530-53*2. 

— Observations relative^ à une Note de M. Ménabréa coficernant la sèrie de Tjogrange: 
Paris, Ac. des Se, Comptes-rendus, LXXVII, 1873, pp. 15Ì1-1544. 

Menabrea (Luigi Federico). Intorno ad uno scritto del sig. prof. Angelo Genocchi. Bui- 
lettino di Bibliografia ecc., ecc., V, 1874, pp. 301-305. 

— Un'ultima lettera sulle peripezie della serie di Lagrange in risposta al prof. Angelo 
Genocchi. Bullettino di Bibliografia ec<*.. ecc.,. VI, 1873, pp. 435-457. 

— Note sur Vixlentitè des formules données par Cauchy pour dèterminer les conditiot^s de 
convergence de la sèrie de Lagrange avec celles qui ont èie ètablie^ par Lagrange lui-méme. 
Paris, Acad. des Se, Comptes-rendus, LXXVII, 1873, pp. 1358-K361. — Les Mondes, XXXII, 
1878, pp. 673-675. 

{*) MiNicH (Serafino Raffaele). Sugli integrali algebrici d'un sistema di equazioni differen- 
ziali i cui termini sono integrabili per mezzo di trascendenti aheliane e sulla proprietà fonda- 
mentale di simili trascendenti. Venezia, Memorie delPi. r. Istituto Veneto di Se, Lett. ed 
Arti. Ili, 1847, pp. 469-338. 

(') Genocchi (Angelo). Sopra una costruzione del teorema di Abel. Annali di Matematica 
pura ed applicata, I, 1858, pp. 33-40. 

Brioschi (Francesco). Sur ^integration des èquations tdtra-elliptiques. Creile, Journ. f. 
die reine u. angew. Matli., LV, pp. 55-()0: — od anche t. V delle sue Opei-e matematiche, 
attualmente in coi-so di stampa, pp. 487-491. 

(*•) Trudi (Nicola). Delle relazioni tra i determinanti di due sezioni coniente, Vuna iscritta, 
l'altra circoscritta ad un poligono irregolare. Napoli, Ace Se, Rendiconto, II, 184^^, pp. 89-93. 

— Happresentazioì^ geometrica immediata dell'equazione fondamentale- nella teoria delle 
funzioni ellittiche con diverse applicazioni. Napoli, Ace Se^ Memorie, I, 1854-54, pp. 63-100. 

— Hicerche risgunrdanti la moltiplicazione ed atldi^ione geometrica delle funzioni elliitiehe. 
Napoli, Ace Se, Rendiconto, II, 18.53, pp. 6f)-69. 

— StuHii intorno ad una singolare eliminazione, con applicazione alla ricerca della rela- 
zione tra gli elementi di due coniehe, l'utui iscritta, Valtra circoscritta ad un poligono, ed ai 
corrispondenti teoremi del Poncelet. Napoli, Ace Se, Rendiconto, I, 1864, pp. 198-210: - 
1<1., id. Atti, l, 186:^ n.* 6. 
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— Sui teoremi del Poncelet relativi al poligoni iscritti e circoscritti alle conicìte. G ionia U' 
Hi Mal. ad uso degli studenti delle Univ. italiane, I, 1S63, pp. 81-lH), I^V126. 

(") Frisiani (Paolo). Analisi di alcune eqnnzi4ml trascendenti. EtTenieridi astronomiche 
«li Milano per Tanno 1845, Milano, XHW, Appendice, pp. ;J-llà7. 

— SulV integrazione deUe equazioni differenziali ordinarie di /.o ordine e lineari per un 
numero qualunque di variabili. KfTemeridi astronomiche di Milano per Tanno 18i8, Mi- 
lano, 18i7, Appendice, pp. 3-li6. 

(**) Lavagna (Giovanni Maria), Sulla iutt'ifraziotte dell'equazioni non lineari di natura 
qualunque alle derivate parziali del prim* ordine fra quaUiivoijlla nuìncro di variahill. Catania, 
Ace. Gioenia, Atti, VII, 1850, pp. 17-«l. 

(*•) Tardy (Placido). Sui differenziali a indice qualunque. Annali di malemalica pura ed 
applicata, I, 1858, pp. 135-14^. 

(**) — Sopra alcuni punti della teoria del tnoto dei liquidi, Firenze, Gìo. Mazzoni, 18i7, 
pp. 1-29. 

(*•) Genocchi (Angelo). Di una Nota del barone I^i.ana. Casi particolari del moto del li- 
quidi. Annali di matematica pura ed applicata, I, 1858, pp. :ì8'ì-3i)(>. Delle medesime cjuistioni, 
senza per altro riferirsi agli studi del Tahdv, s'era occupalo il Gknocchi in altro lavoro pre- 
cedente dal titolo: Sopra una formula di Lagrange spettante al moto de' liquidi ne' vasi in: 
Annali di Scienze matematiche e tisiche, Vili, 1857, pp. 39()-tó:2. 

(*•) La comunicazione del Borckardt fu riprodotUi integralmente nella collezione delh' 
sue Opere, Berlin, G. Reimer, 1888, pp. Aiiò-i&y. Essa si aggira sul medesimo soggetto della 
dissertiizione presentata nel 1843 dal Borchardt per il dottoralo alla Facoltà filosofica di 
Konigsl)ei*g, della ((ual dissertazione non si potè trovare Toriginale e si conosce il solo ti- 
tolo : De integratione quarundam aequ/ìtionum differentlallum una cuni varlls ad fheorhnn 
Integrallum ellipticorum appllcatlonibus. 

(") Jacobi (Carlo (instavo Jacob). Sopra le funzioni di Laplace, che risultano dallo svi- 
luppo dell'espressione 

\_ 

-i 
(a* —"È a a' [cos w cos ^t -f sen oì sen (p cos (^ — &')] -f a'^) ' . 

Giornale Arcadico, XCVlll, IHii, pp. biUiiS. 

— Sulla condizione di uguaglianza di due radici dell'equazione cubica, dalla quale dipen- 
dono gli assi principali di una superfìcie del second^ ordine. Id., X(^1X, 18i1', pp. Ji-ll. 

— Sul principio dell' ultimo moltiplicatore, e suo uso come nuovo principio generale di mec- 
canica. Id., XCLX, 18i4, pp. 129-146. 

Oltre le comunicazioni qui ricordate, il Giornale Arcadico contiene ancora, tradotti in 
lingua italiana, altri articoli del Jacobi, che nel testo originale erano già stati pubblicati in 
riviste scientifiche straniere. La notizia degli aiuti, che nella composizione de' suoi lavori 
in lingua italiana,, ebbe il Jacobi dal Chelini, la api>resi dalla viva voce di iiuesTultimo. 

(*•) Stelnkr (Jacopo). Teoremi relativi alle coniche iscritte e circoscritte. (Jiornale Anadico, 
XCIX, 184i, pp. 147-161. 

— Del baricentro di curvatura delle curve piane. Id., CI, I84i, pp. 1-31, 1^1-160. F una 
traduzione, eseguita per cura del Dr. Luigi Schlaefli, dalToriginale tedesco di una Memoria 

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XV. 3 
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It'tla il 15 aprilo 1838 airAccadcMiiin dello Scienze di Herllno e poi stani[>ata nel Giornale di 
Civile, XXI, I8i0, pp. 3:i-()3, 101-133. 

(") Pahiila (Fortunato). Kicerdie dì ntiaUsi applicata alla geomstria. Napoli, Aee. Se, 
Kendieonti, 111, I8H, pp. ^il--25(5, 3^1-348, 4()l-4()8; IV, pp. 15-^. 

— Delle curve di quarto grado che hanno tre punti di regresso di prima specie. Napoli, 
Aec. Se, Rendiconti, I, 1852, pp. !2i>-3i; id., id.. Memorie, I, 1854-5Ì, pp. 31-Ì8; - Honia, 
Annali di Scienze matematiche e fisiche, MI, 185l5, pp. 383-387. 

De' punti multipli delle curve algebriche, Annali di Scienze matematiche e fìsiche, IH, 
ia52, pp. ^ll-l£31. 

(**) MossoTTi i Ottaviano Fabrizio). Sur les forces qui régissent la constitution iniérieure 
des corps. Aper^u pour servir à la determinatimi de la cause et des loix de Vaction M4>lécu' 
laire. Turin, Inipriméric royale, MDGCCXXXV^l, pp. 1-34: — voltaUi nelTidioma injiflese in 
Taylor, Scient. McMn., 1, 18Ì37, pp. ii8-i()9 : — riprodotta nell'originale francese in 

ZoLLXKR (Federico). Erkldi'ung der universellen Gravifation au^ den sfatiifchen Wirkungen 
der Klektricitdt und die allgemeine Bedeutung des Weììer'schen Gesetses. Leipzig, L. Sttuickmann, 
ISS:>, pp. 8:M14. 

(") — - fjesioni elementari di Fisica matematica, Firenze, G. Piatti, 1843-45; 4 voli. Il 
primo volume comincin con un discorso, dove è riprodotta la sostanza della Memoria di cui 
alla nota precedente. 

(**) — Sul principio che la riflessione e la rifrazione su di una superficie un ir i frangente 
polarizzano nelle due porzioni in cui vien divi^so il raggio incidente due quantità di luce ugtudi, 
rispettivamente in due piani ortogonali fra loro. Giornale toscano di Se. med., lìs. e nat., l, 
1840, pp. ;i.3(KW. 

— Sulla causa della dispersione della luce nel sistema delle ondulazioni, Id., 1, 1840, 
pp. 337-3ÌI. 

— DelVa^ion^ delle fi)rze molecolari nella lyroduzione de' fenomeni di capillarità. Bihl. it., 
xeni, I8i0, pp. 03-80; — Nuovi Ann. Se. nat., IV, 1840, pp. 390-419; — Taylor, Scient. 
Meni., Ili, 18i3. pp. 504-577. 

— Nota sopra un fenomeno capilUire osservato dal Dr. Young. Bibl. it., XGVIII, 1844), 
pp. 3^5-375; — Taylor, Scient. Meni., Ili, 1843, pp. 578'-58(). 

— 1) Riflessioni intorno alla forza epipolica. 2) Deduzione delle forinole della doppia ri- 
frazione di Frksxkl dalle equazioni generali del movitnento dell'etere disseminato nei corpi 
cristallizzati. Pisa, Il Gimento, II, 1844, pp. ì'^ì-ì^l. 

— Sulle proprietà degli spettri di Fraunhofer formati dai reticoli, ed analisi della luce 
che somministrano. Pisa, Ann. Univ. Toscane, Se. cosmologiche, I, 1840, pp. 181-404: — 
Taylor, Scient. Mem., V, 1854. pp. 4:]5-454. 

— Comunicazioni sopra alcuni argomenti di acustica e di ottica fisica. Pisa, Il Cimento, 
IV, 1810, pp. 97-100. 

— Coìisiderazioni sulle forze di capillarità e coesione dei liquidi relntive alle recenti espe- 
rienze dei sigg. Henry, Donny ed Haoer. Pisa, Il Cimento, IV, 184(), pp. 439-45(). 

— Discussione analitica sull'influenza cìte V azione di un mezzo dielettrico ìia sulla distri- 
buzione deU'eleftricità alla superficie di piii corpi elettrici disseminati in esso. [184^)]. Modena, 
Soc. it. delle Se. (dettai de' XL), Memorie, XXIV, 1850, pp. 49-74. 

— Azione de' parafulmini. Il Nuovo Cimento, XVI, 1804, pp. 74-79. 
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(*•) Plana (Giovanni). Sur la distrihutUyn de VéUctricité à la surface de tlenx splières con- 
ductrice^ complètement Uolées. Torino, Acc. Se, Memorie, 2." serie, VII, 18i5, p|>. 71-iOJ. 

— Sur la distribution de VélectricUé à la surface intérieure et spliérique d'une sphère creuse 
de metal et à la surface d'une autre sphère conductrice électrisée qne fon tieni isolée daìis sa 
cavUé. [ISói]. Torino, Acc. Se, Memorie, ^." serie, XVI, 1857, pp. 57-9(). 

(**) Darboux (Gastone). Sur deux Méntoires de PoissoN retali fs à la distribution de l'è- 
lectricité, BuUetin des Sciences matliémati(iiies, 4.^*"»«? serie, XXXI, 1<.K)7, pp. 17-!à8. 

(**) PiOLA (Gabrio). SulV applicazione de' prin<^ipi della Meccanica Analitica del Lafjrnifye 
ai priticipali problemi. Milano, Regia Stamperia, 1825, pp. I-XXIII, 1-^j4. 

— Trattato sul calcolo d^gli integrali depuiti. Milano, Opusc. mat. e fis., I, I83!i, pp. 7H-1W), 
16<>.!!()0, 273-296, 345-375; — li, 18:H, pp. 105-132, 345-372. 

— La Meccanica de' corpi naturalmente estesi trattata col Calcolo delle variazioni, Opusc. 
mal. e fis., I, 1832, pp. 201-236. 

— Sii* principi e swjliusi del Calcolo de' residui (da varie Memorie del sig. A. L. CAt'cnv). 
Milano, Opusc. mat. e fis., II, 1834, pp. 237-260. 

— Nuòva analisi per tutte le questioni della meccanica molecolare. Modena, Soc. it. delh» 
Se. (detta de' XL), XXI, 1836, pp. 155-322. 

— Intorno alle equa^fioìii fondamentali del movimento dei corpi quali si vogliono, consi- 
derati secondo la naturale loro forma e costituzione. [1845]. Modena, Soc. it. delle Se. (detta 
de'XL), XXIV, 1848, pp. 1-186. 

PiOLA (Gabrio) ^i^ Frisiani (Paolo). Sulla meccanica celeste e sopra un nuovo cakoh chia- 
iimto « Calcolo dei limiti». (Memoria di A. L. Cauchy tradotta ed annotata). Milano, Opusc, 
mat. e lìs., II, 1834, pp. 1-84, 133-202, 261-316. 

(*•) Biiiof'CHi (Francesco). Prefa^ione ad una Metnoria postuma di G. Piola d<d titolo: 
« Ulteriori considerazioni sul moto dell'acqua in vasi, canali e fiumi». Milano, Memorie del- 
l'i, r. Istituto Lombardo di Se, Lett. ed Arti, l." Serie, III, 1^52, pp. 283-298;— od anche 
t. Ili delle sue Opere matematiche, pp. 119-135. 

(") Vrnturoli (Giuseppe). Sull'elpussò dell'acqua dni vasi conici in: Ricerche geometriche 
od idrometricìie fatte nella Scuola degli ingegneri pontifici d'acque e strade l'anno lH2t. Mi- 
lano, P. E. Giusti, MDCCCXXII, pp. l-ll. — Il Venturoli lìn dall'anno 1810 in un'appen- 
dice alla seconda edizione degli Elementi di Meccanica ed Idraulica aveva trattato in jj:ene- 
rale il problema del moto di un velo fluido piano, nelle solite condizioni restrittive ricor- 
fiate nel discorso, ed applicata la teorìa generale al caso delle pareti rettilinee. 

(") Giulio (Carlo Ignazio). Di un caso particolare della dottrina dell'efflusso deWacqun 
da* vasi, Torino, Stamperia reale, 1839, pp. 1-38. 

(*•) Betti (Enrico). Sopra la determinazione analitica dell'e/fiusso dei liquida per una pie- 
eolissima apertura. Annali di Se. mat. e tìs., l, 1850, pp. 425-443; — od anche t. 1 delle sur 
Opere matematiche, pubblicate per ciwa della R. Acc^'idemia de' Lincei, Roma, 1<.K)3, j)p. .'J-I6. 

(•®) Bidone (Giorgio). Sur la détermination théorique de la sectioìt contractée des mines 
liquides. [1829]. Torino, Acc. Se, Memorie, XXXIV, 18;i0, pi). ;i63-;J87. 

(•*) Obici (Pietro). Le leggi del moto cagionato ne' corpi dalla percossa graficamente de fer- 
miuatc in: Mozzoni (Andrea), Elementi di Fisica generale, 7.* edizione, 1." fiorentina, Fi- 
renze, G. e S. Jouhaud, 1841, Appendice, pp. 267-324, 

(••) CoDAZZA (Giovanni). Sidla teoria della propagazione dclUt luce omogenea nei m^z::i 
oìwìgenei. Milano, Soc. tif). dei glassici italiani,. 18i4), pp. I-XII, 1-104. 
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— EsposUihiie (Ui prhicipii generali sull'equilibrio e sul moto dell'etere nelV interno dei 
corpi pesanti. Majocchì, Annali di Fis., Chim. e Mat., Milano, 1844, XVI, pp. 252-257. 

— Sulle induzioni molecolari prodotte dalle ondulaeioni dell'etere. Milano, Giornale dell'i, r. 
Istituto Lombardo di Se, Lett. ed Arti, nuova serie, IV, 1852, pp. 19i>-230. 

— Sulla poìarigsasione rotatoria della luce sotto l'influetusa delle azioni elettromagnetiche. 
Milano, Giornale dell'i, r. Istituto Lombardo di Se, Lett. ed Arti, nuova serie, IV, 1852, 
pp. 491-538; V, 1853, pp. 299-3Ì2. 

— (Joti^idera^ioni sulla possibilità dell'esistenza di un fuezzo magnetico negli spazi vuoti 
di materia ponderabile. Milano, Giornale dell'i, r. Istituto Lombardo di Se, Lettere ed Arti, 
nuova serie, VIII, 1850, pp. 247-261. 

(■•) Menabrea (Luigi Federico). Notions sur la machine analytique de M, Oliarle^ Bab- 
BAOE. Bibl. univer^elle, XLI, Genève, 1842, pp. 353-377; — Taylor, Seienl. Mem. Ili, 1843, 
pp. m>TÒ[. 

(•*) Gonnella (Tito). Opuscoli matematici. Descrizione di una macchina per quadrare le 
figure piane. Firenze, Gio. Mazzoni, 1841, pp. 135-194, con due tavole. 

(••) Conti (Pietro). Stdla resistenza di attrito. Roma, R. Acc. de' Lincei, Atti, 2." Serie. 
II, 1875, pp. l(>-200, con 25 Uìvoìv. 

(") — Sulla resistenza alla fle^siothe della pietra ^serena ». Roma, R. Acc. de'Lincei, Atti, 
2." Serie, II, 1875, pj). 408-410, con una tavola. 

(") Risati (Giuseppe). Sulla tenacità del ferro a diverse temperature. Firenze, Soc. it. delle 
Se. (detta de' XL), Memorie, 3.» serie, II, 1869-76, pp. 321-342, con una tavola. 

— Sull'elasticità de' metalli a diverse temperature. Palermo, Gazzetta chimica italiana, VI. 
1876, i)p. 23-32, 57-88, 176-196; VII, 1877, pp. 61^J, 173-188, con tre tavole. 

— Ricerche sperimentali sulla tenacità de' metalli a diverse temperature. Roma, R. .Acc. 
de' Lincei, Memorie, 3." serie, I, 1877, pp. 179-194, con una tavola. 

(") Pisati (Giuseppe) e Preci (Enrico). Sulla lunghezza del pendolo a secondi. Rom«i. 
R. Acc. de' Lincei, Memorie, 3." serie, XV, 1885, pp. 57-231, con quattro tavole. 

— SulUt lungliezza del pendolo semplice a secondi in Roma. Esperienze eseguite dai pro- 
fessori G. PiSATi ed E. Preci, pubblicate per cura di Vincenzo Reina. Roma, R. Acc. dei 
Lìncei, Memorie, 5." serie, I, 1894, pp. 3-162, con una tavola. 

^••) Gerboni (Giuseppe). SuW ordinamento della contabilità dello Stato. Firenze, Giuliani, 
186(), pp. l-6(), con una tavola. 

— Primi saggi di logismografìa presentati all' Xf Congresso degli Scienziati Haliani. Fi- 
nanze, Tip. La Minerva, 1873, pp. 1-84. 

— Sur Vimportance d'unifier les études de la comptabilité. Roma, Eredi BolUi. 1887. 
pp. 1-222. 



Sulle equazioni integrali 



(Di Giuseppe Laukicella, a Catania.) 







r son dieci anni il prof. Volterra nella sua Memoria : Sopra alcune 
quistioni di inversioìie di integrali definiti (*) scriveva: « Il seguire le vicende 
del problema delle inversioni degli integrali definiti potrebbe dar luogo ad 
una pagina istruttiva ed interessante di storia dell'analisi, giacche una tale 
ricerca intimamente legata alla integrazione delle equazioni differenziali, agli 
sviluppi in serie e ad una classe estesa di quistioni fisico-matematiche si è 
imposta di frequente all'attenzione dei geometri )^. Da allora il detto pro- 
blema di inversione ha fatto progressi immensi per opera principalmente 
dello stesso Volterra e del Fredholm ; ed il campo delle applicazioni di 
esso problema alla fìsica-matematica ed all'analisi è ora divenuto così vasto 
ed importante, che la pagina di storia di cui parla il Volterra sarebbe oggi 
di grande interesse, al fine sopra tutto di coordinare con i risultati generali, 
che si hanno sulla teoria delle ef|uazioni integrali, i varii ed interessanti prò 
blemi, che si possono fare dipendere da questa teoria e che furono già trattati 
con criterii disparati. Un brillante capitolo di tale storia dell'analisi è stato 
scritto appunto dal prof. Volterra nell'Art. I (§§ 1, 2,... 9) della sua citata 
Memoria. 

11 compito assai modesto che io qui mi propongo è di esporre i più 
notevoli tra i risultati generali fin ora ottenuti (**) sul prol)lema delle inver- 
sioni degli integrali defhiiti e sulle sue applicazioni, fermandomi un po' di 
più sulle applicazioni ai problemi di fisica-matematica. La considerazione di 
un importante problema di fìsica-matematica mi darà inoltre occasione di 
proporre lo studio di una nuova equazione integrale. 

I problemi di inversione di integrali definiti, dei quali parleremo, pos- 



(•) AmMli di Mntetnntica, Serio, 2.«, Voi. XXV, 1897. 

(**) Il presente articolo fu scritto nell'Agosto dello scorso anno e fu Ietto nel I Congresso 
(di Parma) della Società Italiana per il progresso delle scietiee. 
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sono così enunciarsi: date ad arbitrio mut funzione ^{x) del campo reale 

qualsiasi ab ed una funzione G (x, y) dei punti del quadrato, determinato 
dalle rette x = a, x = b, 1/ = «? ì) = b^ trovare una funzione 9 (y) del campo 

aby tale che si abbia 



G(^, y)?{y)dy = ^{x), (1) 



a 



oppure : 



o{x) + \G (X, y)'f(y)dy = «L (ir), (2)r 



oppure : 



oppure : 



b 

\ G (X, y) ff (y) d y = '^ (X), {Ih 

a 

b 

(p (a;) + 1 G {X, y)9{y)dy = ^ (x). (2)f 

a 

Le equazioni (l)v, (2)v' si chisumino equazioni integrali del tipo Volterra,, 
le eciuazioni {\)f, (2)f equazioni integrali del tipo Fredholm. L'Hilbert poi 
chiama equazioni integrali di 1." specie le (l)v, {^)fì equazioni integrali di 
2:\ specie le {%v, (2)f. Alla G{x^ y) è stala data dal prof. Pingherle la de- 
nominazione di funzione caratteristica, dall'HiLBERT la denomìmizione di Kern 
(perno). In ciò che segue noi adotteremo quella del Pingherle. 

Abel nello studio di un certo problema meccanico, che comprende come 
caso particolare quello del tautocronismo, si imbattè in una equazione inte- 
jrrale, che si può ottenere dalla (l)r, ponendo: 

G {X, y) = {x- y)- (0 < n < 1). 

Questa equazione, come è noto, fu risoluta dallo stesso Abel e poi, con 
metodi diversi, da altri autori, che ne fecero le più svariate ed eleganti ap- 
plicazioni. 

Per circa 60 anni la formola di risoluzione di Abel costituì l'unico esempio 
di inversione di integrali definiti con limiti variabili. Nel 1884 il Sonine (*) 



(*) Sur la généraliscUion crune formule (VAhel (A età math., 4, 1884). 



Lauricella: Sulle equazioni integrali, "Ili 



jreiieralizzò il risultalo di Abkl al caso in cui nella equazione (ì)y si abbia : 

G{x, y) = {x~y)- F{x-tj) (i)<n<l) 

con F{t) funzione svilu])pal)ile in serie di Maclauhix. Questa generalizza- 
zione « segnò un vero e |)roi)rio passo nella (juistione dell'inversione >, 

Pure nel 1884 il prof. Voltrrha (*) dette un nietotlo per risolvere l'e- 
quazione (1)f. Tale metodo, indipendente dalla natura della funzione ^{x). 
consiste nel ricondurre la risoluzione della {ì)y alla ricerca di una funzione 
X (j, a) tale che l'integrale 



JX(V/, a). a{ji\ ff)dif 



u 



risulti indipendente da a. 

11 prof. Lkvi-Civita verso la fine del 1895 negli Alti della li, Acc. delle 
Se. di Torino (**) dette un metodo, che può condurre alTin versione degli in- 
tegrali (l)v', (1)f, quando la funzione G (x^ y) soddisfa ad un'eciuazione alle 
derivate parziali a variabili separate. 

Tale metodo Egli ap|)iicò allo studio delle equazioni (l)r, (I)f nel caso di 

G(aJ, y) = f{x — y). 

Le cose stavano a questo punto, quando nel Gennaio del 189(5 il pro- 
fessore Volterra (***) pubblicò la Sua formola generale di risoluzione del- 
l'equazione (1)k, estendendola al caso in cui la G(x, y) per x = y diviene 
infiniUi di ordine inferiore ad 1. In due successive Note dei Rendiconti dei 
Lincei (****) F]gli dette la formola generale di risoluzione dell'equazione ('ì)v, 
dimostrò che la risoluzione dell'equazione (l)v' si può in generale ricondurre 
a quella della (^)v^, ed estese i Suoi risultati ai sistemi di equazioni dei due 
tipi (l)v, (2)k ed al caso di campi a più dimensioni. 

I risultati generali del Volterra sull'equazione (l)r danno come caso 
eccezionale quello in cui il limite inferiore della funzione G {x, x) nel campo 



(*) Sopra un problema di elettrostatica (Ace. dei Lincei, Trausunli, Serie 3.", Voi. VHI). 
(•*) Suir inversione degli integrali definiti nel campo reale (Alti delia R. Aec. delle Se. 
di Torino; Voi. XXXI. 18i)5-*K)). 

(•**) ShW inversione degli integrali definiti (ibid.). 
(••♦•) Serie 5.*^, Voi. V ; 1896. 
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ab è lo zero; ed il Volterra stesso in due Note, pubblicale negli Atti della 
li, Acc, delle Se, di Torino nei mesi di Marzo ed Aprile dello slesso anno, 
esaminò ((uesto caso discutendolo in tutti i suoi dettagli. 

Riassumo qui i risultati del Volterra sulle equazioni (l)v', (2)r con le 
Su(» me<lesime parole (*). 

*< Il metodo che ho seguito è fondato sopra tre principii fondamentali. 

Principio di convergenza. Se 6\»(u;, y), a<Zx<iy, a<iy<ib è una fun- 
zione finita integrabile e a partire da e^ssa si calcolano successivamente le: 

y 
iS\ sarà indipendente da j e la serie 

00 

*'o ('^, y) = — X. S, (ir, •//), 

sarà uniformemente convergente e rappresenterà una funzione integrabile, 

Principio di reciprocità. Se si opera sulla s,,{x, y) come si è operato 
sìdla *S„ (u\ y\ cioè se si forma : 






si ritrova la funzione primitiva, vale a dire si ha : 

00 

So (05, y) = — ^. «. (-r, y). 

e le due funzioni S,, (^.r, y) e So{x^ y) sono legate dalla relazione: 

y y 

«So (^\ y) r- ^•o (0% if) = j So (X, ;) s^ (;, yW/ ; = | ò*o (x. ;) S.. (;, y) d ;. 



4' 



Principio della inversione. L^equazione funzionale 

y 

* 



(I 



(*) Memoria citata dt^li Anuah ili Affi/fmn/icd. 
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si inverte in una maniera unica mediante la formala : 

y 

9 iy) = /■(«/) — I /■(«) »o {'«, y)d «• 

a 

Questi tre principii sono estensibili al caso di un sistema di funzioni,... 

Una ulteriore estensione può poi ottenersi considerando, invece che una 
funzione o un sistema di funzioni di una coppia di variabili, una funzione 
o un sistema di funzioni di m coppie di variabili : . . . 

Con questi principii si riconduce la risoluzione dei varii problemi di 
inversione, qualunque sia il numero delle funzioni incognite e qualunque 
sia il numero delle variabili da cui esse dipendono ad operazioni successive 
di quadratura. 

Nel caso più semplice che possa presentarsi si ottiene il teorema: 

Se »i ha la equazione funzionale : 



f{y)-f(cL)=J9{^)Hix, y)dx. 



in cui f (y) e /" (y) si mantengono finite e continua per y compreso fra a e 

O IT 

d + A e H(Xy y) e ^ — =H^{x^ y) sono pure finite per y>x^fx.^ a-f-^>i/>a, 

e quest'ultima è integràbile^ mentre è maggiore di zero il limite inferiore dei 
valori assoluti di h{y) = H{y, i/), esisterà una ed una sola funzione finita e 
continua 9 che soddisfa l'equazione funzionale per y compreso fra a e ol -\- Ay 
la quale sarà data da : 



tn CUI : 



X 



S< (x, y) = 1 5,_, {X, 5) 5y_. a, y) d l 



So {X, y) - -j^-^y- • 

Nel caso particolare in cui H{Xy y) assume la forma F[\(x) —Xiy)] 
questo teorema si specializza ... 

Annali di Maiemaiica, Serie III, Tomo XV. 4 
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II caso in cui H (aj, y) diviene infinito per a? = y, in modo che si possa 

porre H{x^ y) = ( \x con O {Xy y) finita e X< 1, e che comprende in sé 

evidentemente il caso di Sonine e quindi quello di Abel, si può ricondurre, 
con uno speciale artifizio all'analisi precedente, ed in tal modo si ottiene il 
teorema : 

Se 8% Iva l'equazione funzionale: 

y 

fiy)-n'^) = \?{^)^^xdx, (X<I), 

a 

in cui f(y) e f{y) si tnantengono finite e continue per y compreso fra a e 

o ri 

a + ^ (^ > 0) ; e G {x^ y) e ^— = G, (a?, y) sono pure finite e continue^ per 

tutti i valori di x, y, compresi entro i limiti ol e ol-^ A^ mentre è maggiore 
di zero il limite inferiore dei valori assoluti di g{y) = G (y, y) per y compreso 
nello stesso intervallo, esisterà una ed una sola funzione finita e continìia 9 
che soddisfa l'equazione funzionale per y compreso fra x e a-{- A, la quale 
sarà data da : 

B 

y (^) = ?5?_^ _1_ jf'(x)^. T,{x, z)dx. 



tn cut 



■Kg (2) J ^"' '\z — ^} z — y 



To («, z) = 



1 



{z — xf-^ 



•e; 

T,{x, z)^ [So(;, z)T,_,{x, l)dl 



Questa proposizione, allorché 6(0?, y) ha la forma F{x — y), si spe- 
ciahzza . . . 

Finalmente se H{Xj y) si annulla per a? = i/, il problema dell'inversione 
può in taluni casi riescire determinato, in altri no, e la discriminazione di 
essi può ricondursi ad operazioni algebriche. Il teorema fondamentale che 
si ha a questo proposito è il seguente. 
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Abbiasi la equaziotie funzionale: 



f{y)=j? i^) H{x, y)dx, a>y>0, (25) 







%n CUI : 



fiyì^y^'friy) 



H{x, y) = |;, a, x' y"" + "^I x' i/-+*-' L, [x, y), 

essendo le ai quantità costanti. 

Se fi (y) e Li (a?, y) e le loro derivate rapporto ad y sono finite e continue 
per X compreso fra e y e y compreso fra ed a, mentre in questo inter- 
vallo h{y) =^ H iy^ y) non si annulla che per i/ = 0, esisterà una ed una sola 
funzione finita e continua che soddisfa la (25) quando tutte le radici delVe- 
quazione algebrica di grado n: 



^« -1- ^' _] I ^ = 



X — 1 ' X — 2 ' ' X — n— 1 

essendo finite e differenti fra loro, avranno le parti reali positive. Invece, se 
le radici della equazione precedente saranno finite e diverse fra loro, ma uìia 
più, di esse avranno la parte reale negativa, allora il problema di dedurre 
<f{x) dalla (25) sarà indeterminato. 

L'effettiva risoluzione dell'equazione funzionale (25) quando le condizioni 
stabilite dal precedente teorema affinchè il problema sia determinato, sono 
soddisfatte può eseguirsi riconducendo la quistione ad un'altra analoga per 
la quale sia verificata la condizione H{y, y)<0. » 

Osserveremo, ancora col Volterra, che « la quistione di riconoscere se 
le parti reali di un'equazione algebrica a coefficienti reali hanno tutte lo 
stesso segno è stata trattata e risoluta in maniera completa ed elegante dal 
prof. HuRwiTz (*). Applicando il criterio di Hurwitz si può giudicare a priori 
che la quistione d'inversione è determinata, eseguendo solo operazioni ra- 
zionali nei coefficienti a©, ai,..., a„.» 

Nella medesima Memoria degli Annali di Matematica il prof. Volterra 



(*) Ueber die Bedingungen, unter wekhen eine Gleichung nur Wureeln mit negativen reellen 
Tkeiìen besUe von A. Hurwitz (Math. Anualen ; Bd. 46, S. 273). 
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estende il Suo metodo alla risoluzione di equazioni integrali con ambedue 
i limiti variabili, ed applica i Suoi risultati generali ad alcuni casi nei 
quali le operazioni di quadratura, che compariscono nelle formole di ri- 
soluzione, si eseguiscono con facilità. Noi qui tralasceremo l'esposizione, 
anche riassuntiva, di tali nuovi importanti risultati del Volterra, e passe- 
remo a dare un cenno di alcune tra le più interessanti quistioni analitiche, 
che si possono ricondurre alla risoluzione di equazioni integrali del tipo 
Volterra. 

Il prof. DiNi (*) guidato dal concetto che mosse il Beltrami nell'esten- 
dere le ricerche dello SghlOmilgh sugli sviluppi in serie di funzioni di Bes- 
SEL (**), « dopo aver ottenuto sotto una forma generale lo sviluppo in serie di 
funzioni reali passa ad integrare termine a termine le dette serie, dopo averle 
moltiplicate per una funzione arbitraria. Ottiene in tal modo nuovi sviluppi. 
Se quello primitivo è 

00 



f{x) = ^A^HAx), 



i cui coefficienti A^ possono determinarsi dipendentemente dalla f(x\ e se 
^ (a?, 5) è la funzione moltiplicatrice, si ottiene in tal modo lo sviluppo in 
serie della funzione : 

f 

'f{x)^{x,^)dx = F{^), (li) 



j 



il quale sarà della forma: 

^A^KAl\ (12) 



avendo posto : 



KA^) = \HAx)n^.^)dx. 



Se si potrà ricavare la f{x), quando sia scelta la F(^\ avremo il modo 
di calcolare i coefficienti dello sviluppo in serie (12) mediante la funzione 
da svilupparsi F($). 



(*) Annali deUe Università Toscatie, 
(**) Cfr. cit. Memoria dei Volterra negli Annali di MaLy pag. 146. 
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ÌAi possibilità dunque della inversione di una equazione funzionale della 
forma (II) rende in ;^neruie possibile il passa^io da certi svilu|ipi i cui 
coeflì«Ìeiiti sanno ricavarsi dalla funzione da svolgersi in serie, a nuovi svi- 
Inppi i cui coefficienti godono della stessa proprietà. • 

Il Le Roux nella sua Memoria: iSitr le^ int^yrnles dea eqttations lineai- 
n8...{*) si propone la seguente quistione: dato un integrale (della specie 
che Egli chiama principale) z(x, y, k) dell'equazione 






(A) 



dipendente da una costante arbitrari; 
modo che l'integrale 



, determinare una funzione /"(«) i 



\f{%)zlx. y,<^)dcL 



che allora soddisfa alla medesima equazione (.1). per y = //„ sì riduca ad 
una funzione data tj" (■«). II Le Roux, dopo di aver osservato che la quislione 
proposta equivale, come è evidente, alla risoluzione dell'equazione (l)r, di- 
mostra che la risoluzione di questji equazione integrale si può fare dipen- 
dere dalla risoluzione dell'equazione (2)|-, supposto che il limile inferiore di 
<}\x,vi) sia diverso da zero; e poi passa alla risoluzione dell'equazione (9)i- 
col metodo delle approssimazioni successive. In tal modo Kgli dimostra l'e- 
iìistenza di una soluzione dell'equazione integrale (2)1- per \x — Xg\ minore 
di una determinata costante. 

La Memoria di Lr Roux precede di alcuni mesi la pubblicazione dei ri- 
sultati del Voi.TEBHA. il quale non conosceva allora tale Memoria. 

I risultati del Lk Roux, considerati come anteriori a quelli del Voi.tkrha 
segnano un notevole progresso nel problema generale della risoluzione delle 
e(]uaz(oni (l)r, {%y', pcr<) sono i risultati generali del Voltehha che comple- 
tano esaurientemente lo studio di tale problema. Infatti il Le Roux si è li- 
mitato a considerare solo il caso in cui il limite inferiore di G{x, x) è di- 
verso da ttro, ed ha trovato che i Suoi risultati valgono solo per ir^x, ! 
inferiore ad un certo limite. Quest'ultima limitazione dipende dai fatto che 
il Le Roux paragona la serie, che risolve l'equazione integrale (2)v, ad una 



(•) Annaiva de t'École ^.'ormate Supérìeure, S. 3.", T. .XII, 
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serie geometrica; mentre il Volterra riesce a dimostrare che la Sua serie 
converge come una serie esponenziale. 

Per ultimo indicherò brevemente col Bateman (*), come l'integrazione 
dell'equazione differenziale lineare generale di ordine n 

P,(i/) = + C.(«')£if+-+C.(a!)t/ = O, (B) 

si può ricondurre alla risoluzione di un'equazione del tipo (2)v. 

Se si moltiplicano ambo i membri della (B) per a?' (r<w), e si integra 
lungo il cammino che va da a ad x, si trova: 

j R^ ^y {x\ x^]^ j% [1/ (x)p^ j 0?*^ j ria? = 0, (G) 

a 

dove p, (m) = è l'equazione aggiunta della (B), e dove 

d 



dx 



I R. {yy u)\ = uP, {y) — yp, (u). 



Facendo nella (C) r = 0, 1, 2,..., n — 1 ed eliminando dalle h equazioni, 

■tff -j 

che così si ottengono, le v~ t . • , -^ , risulta la particolare equazione in- 

CvX Ci X 

tegrale del tipo (2)^: 



X 



a 

con Q„^t(x) polinomio di grado n — 1. 

Passando ora alla considerazione delle equazioni del tipo Fredholm, 
rammenterò dapprima il metodo del Volterra per la risoluzione dell'equa- 
zione (1)f, precedentemente menzionato, il quale stabilisce, in certo qual 
modo, un legame tra le equazioni (l)r, (1)f, e può condurre in certi casi 
alla risoluzione dell'equazione (1)f; e rammenterò ancora lo studio sulla 
equazione (1)f del prof, Levi-Civita, del quale pure facemmo menzione. 



(*) The theory of integrai equatiotis (Proceedings of the London Mathematica! Society ; 
S. 2.*, Voi. 4.0, Par. 2.»). 



1 
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Il Frbdholm in una brevissima Nota del Gennaio 1900 (*) risolve l'e- 
quazione integrale del tipo (2)f in modo veramente semplice e sorprendente. 
Per potere seguire il Fredholm nelle sue splendide ricerche, importa notare 
anzitutto che il problema di Neumann quale fu enunciato dal Poincaré nella 
Sua celebre Memoria degli Acta niatheìnatica (t. 20), si può considerare come 
un problema di inversione di integrali definiti del tipo : 

* 

9 (oj) 4- X ( G (oj, y)9Ìy)dy = H^)^ (D) 

a 

con X parametro arbitrario. Il Fredholm nella Sua Nota rammenta che il 
doppio strato, il quale risolve il problema di Neumann, come dimostrò il 
Poincaré, è una funzione meromorfa di X; per conseguenza la densità di 
esso doppio strato deve anch'essa essere una funzione meromorfa di X, e 
deve quindi potersi esprimere mediante il quoziente di due funzioni olomorfe 
di X. Ciò premesso. Egli scrive le funzioni olomorfe di X, che sono rispetti- 
vamente numeratore e denominatore della frazione, che rappresenta la so- 
luzione dell'equazione integrale generale (D). 

Nel metodo di Fredholm l'equazione (D) è considerata come limite di 
un sistema di equazioni lineari : 

?, + X ^. «:.?. = ^, n, («=1, 2,..., n). (D)' 

Difatti il numeratore ed il denominatore della formola di risoluzione del 
Fhedholm sono espressi per mezzo di due serie, che si possono ottenere 
dalla formola generale di risoluzione del sistema (D)' con passaggio al 
limite. 

Il Fredholm, scritte queste due serie, ne dimostra la convergenza uni- 
forme in tutto il piano della variabile complessa X con l'aiuto di un impor- 
tante teorema di Hadamard sul limite superiore del modulo di un determi- 
nante; e poi verifica che la frazione scritta soddisfa effettivamente all'equa- 



(*) Sur une nouveUe méthode pour la résolution du problème de Dirichìet (Oefversigt ol 
Kongl. Vetenskaps-Akadeiniens Fòrhandlingar 1900; N.^ 1; Stockholm). 

{*•) 11 prof. Volterra, nei suoi citati lavori del 1896, considera pure inequazione inte- 
grale (l)r come limite di un sistema di eciuazìoni lineari, al fine di giustificare, in certo 
modo, la singolarità che presenta la (l)r, quando il limite inferiore di Q{x^ x) è io zero. 
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zione (D) per tutti i valori di X, per i quali il denominatore, che Egli chiama 
determinante dell'equazione (D), è diverso da zero. 

Dimostra in seguito che per i valori di \ per i quali il detenninante 
dell'equazione (D) si annulla, l'equazione integrale omogenea: 

<^{x) + \\g{x, y)^{y)dy = (E) 

a 

ammette sempre qualche soluzione 9 (x) non identicamente nulla. 

Ciò premesso, prova che nel caso del problema interno di Dirichlet la 
corrispondente equazione integrale omogenea (E) non ammette soluzione 
alcuna diversa da zerOy e ne conchide quindi che l'equazione (D) nel caso 
del problema interno di Dirichlet ammette una soluzione. 

Il noto metodo di Neumann, applicato dal Poincaré alla risoluzione del 
problema di Neumann, dà la risoluzione dell'equazione (D) per i valori di X 
di modulo inferiore al modulo del valore di \ più vicino allo zero^ che an- 
nulla il corrispondente determinante. Il Kellogg (*) dimostra la coincidenza 
delia serie die dà il metodo di Neumann nella risoluzione dell'equazione 
integrale (D), con quella data da Fhedholm. 

Nel 1903 il Fhedholm in una bellissima Memoria degli Acta mathematica 
(t. 27) riprende lo studio dell'equazione (D) nella forma {^)f. Introdotto il 
solito determinante Do nell'ipotesi di X = 1 e introdotte alcune serie, ana- 
loghe al determinante Dq , che chiama minori (dei varii ordini) del determi- 
nante. Egli stabilisce alcune relazioni fondamentali tra questi minori ed il 
determinante, suggerite dagli sviluppi della Sua prima Nota. 

Allora, interpretando il primo membro dell'equazione {^)f come una ope- 
razione Sg eseguita sulla funzione 9 (a?), deduce dalle dette relazioni, con 
tutta semplicità, i seguenti risultati generali: 

1.^ se il determinante delV equazione (2)f è diverso da zero, questa equor 
zioìie ammette una soluzione ed una solamente, che si ottiene eseguendo sulla 
funzione data ^{x) una determinante operazione, analoga alla So; 

2." la condizione necessaria e sufficiente affinchè esista una soluzione 



1 

(*) Zur Theorie der iHtegralyleichung A{s, i) — k(s, i)=^filA(8, r)l(r, i)dr (GfitUuger 





Nachrichten, 190à). 
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non identicamente nulla dslVequazione omogenea : 

Sg?{x) = 0, (E)' 

è che sia Dg = 0; se n è V ordine del pHmo minore di /)«, che sia diverso da 
zero, V equazione omogenea (E)' ammette n soluzioni 9,, ^s,.--? ?« linearmente 
indipetidenti ed n solamente. 

Premessi questi risultali, torna ad occuparsi della risoluzione dell'equa- 
zione (2)f nel caso di /Jg = 0. In tale ricerca è condotto a considerare l'e- 
quazione integrale omogenea {coniugata) 

To ? (x) = 0, (E)*' 

che si ottiene dalla (E)' scambiando nella funzione caratteristica G(a?, y) la x 
con la y , e trova : 

3.^ l'equazione (E)" ammette a/nche essa n soluzioni ^, , ^2,.-«» ^n won 
identicamente nulle, linearmente indipendenti ed n solamente: 

4." condizione necessaria e sufficiente affinchè V equazione (2)f ammetta 
una soluzione è che la data funzione ^ (x) soddisfi alle n condizioni : 

b 

^^h{x).^{x)dx = 0, (i = l,!2,..., n). (F) 



a 



Nella stessa Memoria il Fredholm riconduce, con artifizio altrettanto 
semplice ed elegante, il cuso di un sistema di equazioni del tipo (2)f al caso 
di una sola equazione dello stesso tipo; ed in fine estende i Suoi risultati 
al caso, assai frequente nelle applicazioni, in cui la funzione caratteristica 
diviene infinita di ordine inferiore al primo per x = y. L'analisi relativa a 
questa estensione Egli completa nel solo caso in cui il determinante dell'e- 
quazione integrale è diverso da zero. 

Il Plemelj (*), guidato dai risultati di Fhkdholm, riprende lo studio 
dell'equazione (D). Precisamente Egli considera l'equazione, che chiame- 
remo (D)i, analoga alla (D), la quale lega la funzione caratteristica G{x,y) 
con la funzione caratteristica della formola di risoluzione della (D). Deduce 
dapprima la soluzione di tale equazione col metodo di Neumann, ed ese- 



(•) Zur theorie der Fredhoìmschen Funkiionalgìeichung (Monatshefte ftir Mathematik uiid 
Physik; XV, Jalirg.)- 

Annali di Matematica, Serie IH, Tomo XV. 5 
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guisce poi il prolungamento analitico di questa soluzione. I nuovi risultati, 
che in questo modo ottiene, si possono così riassumere : se il valore X = Xo 
è radice di ordine p dell'equazione Dio = ed n è V ordine del primo minore 
di Dia cìie non sia identicamente nullo, la funzione caratteristica della for- 
mola, che risolve l'equazione (D), cioè la soluzione dell'equazione (D), , avrà 
la f orina : 

con F(x, y) funzione finita per \ = \, e dove le soluzioni 9,, 9t,.--i ?» ^^^" 
l'equazione omogeìiea (E)' e le soluzioni '},, ^«v» ^» delV equazione omogenea 
coniugata (E)" soìw determinale in modo che, come può sempre farsi, soddi- 
sfacciano alla proprietà {detta di ortogonalità) : 

a 

Estende poi, con tutta facilità, i Suoi risultati al caso in cui la funzione 
caratteristica diviene infinita, discutendo in particolare anche il caso in cui 
il determinante Dxg si annulla. 

Come si vede, i nuovi risultati del Plemelj sono un notevole comple- 
mento di quelli del Fredholm. 

11 contributo portato da Hilbert e dai Suoi scolari allo studio dell'e- 
quazione integrale (D), principalmente per le splendide applicazioni alFana- 
lisi, è talmente vasto ed importante, da meritare una lunga e dettagliata 
esposizione. Però io debbo qui restringere molto i limiti di tale esposizione 
per non dare troppo lunghe proporzioni alla presente comunicazione e per 
non trascurare d'altra parte alcune quistioni delle quali voglio parlare. 

Nella Sua prima comunicazione dei Nachrichten di Gottinga (1904) THil- 
BBRT, guidato dai criterii che condussero il Fredholm alla risoluzione del- 
l'equazione (D), parte dal problema della trasformazione ortogonale di una 
forma quadratica di n variabili in una somma di quadrati, e, col passaggio 
al limite, arriva al seguente teorema fondamentale: siano x{s), y{s) due 
funzioni arbitrarie tali che i due integrali : 

6 6 

• « 

\x(8)\*ds, {ly(s)\'ds 
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si mantengono inferiori ad una quantità positiva^ che si può fissare^ e sia 
{s^ t) una funzione simmetrica di s e di t ; allora si ha : 

b b b b 

I ^0{sJ)x{s)y{t)dsdt = ^,Y Ì9n{s) x{s) dsU^{s) y {s) d s, 



a a 



dove le X. sono i valori di "k che annullano il determinante Dxg^ le f« sono le 
soluzioni dell'equazione : 



= 9.(8)+>.|(?(», t)ff.it)dt 



determinate con la condizione: 

6 



[(9.(«)|'d«=I, 



e dove ancora la serie del secondo membro è assolutamente convergente. 

Da questo teorema deduce importanti criterii di sviluppibilità di una 
funzione in serie di funzioni (p^ , tra i quali citerò il seguente : 

Se O {Sy t) è un allgemeiner Kern^ ossia tale che, data una quantità po- 
sitiva arbitrariamente piccola e ed una qualsiasi funzione continua g («), esista 
sempre una funzione continuai h{s} tale che si abbia: 

b 6 

( |ì/(«)-|g(«, t)h{t)dt^^ds<z; 

a a 

e se f («) è una funzione che si può mettere sotto la forma : 



« 

f{i,) = ÌG{s, t)k{t)dt 



a 



con k (t) funzione continua^ allora si avrà : 

f{s) = c,f^{s) + c,(f,{s) + 



Ci = \f{s)<fiÌ8)ds, 
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e la serie al secondo tnetnbro sarà convergente assolutamente e unifonne- 
inente. 

In questa medesima comunicazione considera, in modo estremamente 
elegante, il caso in cui la funzione caratteristica G(«, t) per x = y diviene 
infinita di ordine inferiore ad */, . 

Nella seconda comunicazione introduce l'espressione differenziale: 



" {" 'é 



^^"^- da; +g" 

e la funzione di Green relativa all'equazione L (te) = con dati condizioni 
ai limiti a, 6 del campo di variabilità; e stabilisce i seguenti risultati: se la 
funzione di Green relativa all'equazione L (u) = viene considerata coìne futi- 
zione caratteristica dell'equazione {\)f e la fufizione ^{x) è finita e continua 
e derivabile due volte, esisterà una soluzione di questa equaziofie ed una so- 
lamentCj che sarà data dalla fomiola: 



9(«) = -ì(h«)); 



se la medesinui futizione di Green vietie considerata conte finzione caratteri- 
stica délV equazione integrale (D), la fuìhzione caratteristica della fornwla di 
risolìizione di questa equazio^te è uguale alla funzione di Green relaiiva al- 
VeqìMzione : 

L{u) — 'ku = 0. 

In seguito osserva che le funzioni 9^, introdotte nella comunicazione 
precedente, rappresentano qui le soluzioni delle equazioni: 

L (9 J — X, <p, = ; 

e quindi, applicando i Suoi teoremi sugli sviluppi in serie ed estendendo 
ancora i Suoi risultati sull'espressione L{u) al caso delle due dimensioni, 
ottiene come casi particolari i noti sviluppi di una funzione arbitraria in 
serie di funzioni trigonometriche, di Bessel, sferiche, di Lamé, quelli in serie 
di funzioni armoniche di Poincaré, ecc. 

Nella terza comunicazione applica la teoria delle equazioni integrali alla 
risoluzione del problema di Riemann, hmitandosi alla trattazione del pro- 
blema di determinare una funzione di variabile complessa in un'area piana, 
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con la condizione che al contomo la parte reale u e la parte immaginaria v 
soddisfacciano alla condizione lineare: 

a{8).u (s) + 6 {«) . t; («) + e («) = 0, 

essendo a{8\ 6(«), e (a) date funzioni, sottoposte a certe restrizioni. 

Prima di parlare, per quanto assai brevemente, delle due ultime e re- 
centi comunicazioni di Hilbert (*), è opportuno che io qui faccia menzione 
di un interessante lavoro di Erhahd Schmidt (**), il quale si riconnette con 
i risultati delle due prime comunicazioni di Hilbert. 

Lo Schmidt servendosi di disuguaglianze analoghe a quelle ben note di 
ScHWARZ, ritrova i risultati di Hilbert sugli sviluppi in serie, togliendo in 
particolare la condizione che la funzione G («, t) sia un allgemeiner Kern^ e 
dà, per il caso di G(s, t) funzione simmetrica la seguente elegante formola 
di risoluzione deirequazione (D) : 

b 

a 

* • 

In seguito estende alcuni dei Suoi risultati al caso di G {s, t) funzione 
non simmetrica, introducendo le due funzioni caratteristiche date dagli in- 
tegrali : 

b b 

G (a, l) = Ìg {8y r) G {t, r)dr, G («, t) =(g (r, a) G (r, t)dr 

a a 

e sostituendo alle funzioni <p„ di Hilbert una serie di coppie di funzioni 
9., 'J/, tali che 

b b 

?. (*) = >.|g («, t) ^^ (t) d t, ^. («) = k\g (<, s) ?. (t) d L 

a a 

Tornando ora ai lavori di Hilbert, diremo brevemente che nella quarta 
comunicazione fa una trattazione sistematica delle forme quadratiche con 
infinite variabili ; e che nella quinta comunicazione Egli applica, gli ottenuti 



(•) NachricMen di Gottinga, 1905. 
(**) Zur theorie der linearen und nichtlinemren Iniegralgìeiehunpen, 1 Theìl (Math. Annalen, 
Bd. LXIII). 
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risultati su queste forme, alla teoria deirequazione integrale (D). Precisamente 
ritrova con rapidità ed eleganza i risultati di Fredholm, quelli Suoi e quelli 
di ScHMiDT. Inoltre deduce i Suoi risultati sulle equazioni differenziali del 
2.^ ordine, precedentemente menzionati, che estende ancora ai sistemi di 
equazioni, mediante l'introduzione di una certa equazione integrale del tipo (D), 
che chiama equazione integrale polare. 

I risultati di Hilbert e di Sghmidt, che abbiamo rapidamente passato 
in rivista, ed altri importanti ancora dovuti all'applicazione all'analisi della 
teoria dell'equazione (D), come ad esempio quelli di Max Mason (*) sulle 
equazioni del tipo ellittico, di Fubini sulle funzioni automorfe (**), ecc., mo- 
strano qual valido strumento analitico sia la teoria creata da Fredholm 
sull'equazione (2)f. 

Ma ben altri e, se possibile, più meravigliosi frutti ha dati la teoria di 
Fredholm nel campo delle applicazioni alla fisica matematica. 

L'artificio tanto semplice, ideato da Fredholm per risolvere il problema 
interno di Dirighlet, si applica quasi tal quale alla maggior parte dei pro- 
blemi al contorno, come ad esempio, quello dell'equilibrio dei solidi elastici, 
quello dell'equazione doppia di Laplace, quello delle temperature stazio- 
narie, ecc. Esso si può riassumere nelle seguenti tre operazioni : 1.^ costruire 
una opportuna equazione integrale (2)f, od Un opportuno sistema di equa- 
zioni integraU della specie (2)f; 2.^ dedurre sistematicamente la funzione ca- 
ratteristica dell'equazione integrale costruita, da soluzioni particolari del 

problema al contorno che si studia, simili all'integrale — dell'equazione di 

Laplace nello spazio ordinario ; 3.® dimostrare che l'equazione integrale omo- 
genea, corrispondente all'equazione integrale da risolvere, o la sua coniu- 
gala non ammettono soluzione alcuna diversa da zero. 

Eseguite le dette operazioni, gli enunciati teoremi di Fredholm sull'e- 
quazione (2)f ci assicurano dell'esistenza della soluzione dell'equazione in- 
tegrale (o del sistema) che si considera ; ed allora il doppio strato, o il doppio 
strato generahzzato, il quale abbia per densità questa soluzione, risolve com- 
pletamente il proposto problema al contorno. 

Ma può darsi che l'equazione integrale omogenea, corrispondente all'e- 
quazione integrale che si studia, ammetta una o più soluzioni non identica- 



(*) Journal de mo^fc., Tomo 18, anno 1904. 
C^) Annali di MatemcUica, T. XIV, 1907. 
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mente nulle. Allora la detta equazione integrale non omogenea, in generale, 
non ammette soluzioni; infalti gli enunciati teoremi di Khedholm ci dicono 
che in tal caso la funzione arbìtrariamenie data deve soddisfare a delle con- 
tlizioni integrali [le {F)\. Qualche volta, come ad e.s. nell'Integrazione dell'e- 
((uaziono doppia di Laplace per le aree piane, queste condizioni sono do- 
vute al problema stesso die si studia; qualclie altra invece, come ad ea. nei 
problemi al contorno per i eampi infiniti, sono dovuti al fatto che la solu- 
zione del problema non è rappresentabile mediante un doppio strato o un 
doppio strato gè iiera lizzato. In quest'ultimo caso però il problema al con- 
torno si pu(> sempre risolvere, valendosi del seguente artifizio {•), 

Si considerino alcuni integrali particolari del problema proposto, i quali 
non siano rappresentabili mediante doppii strati o doppii strati generalizzali; 
si aggiungano questi integrali, considerati nei punti del contorno del campo 
e moltiplicati per coefficienti indeterminati, alla funzione data ad arbitrio; 
si detenninino questi coefficienti in modo che la Homma ottenuta soddi- 
sfaccia alle condizioni (F). Allora la corrispondente equazione (2)f ammet- 
terà una soluzione; e quindi il proposto problema al contorno sarà risoluto, 
nell'ipotesi che i valori al contorno siano quelli rappresentati dalla somma 
suddetta. Dopo ciò. è superfluo dire come si può arrivare immediatamente 
alla risoluzione del problema generale propo.sto. 

La generalità dei metodi ora esposti è tate, che non sarà diffìcile im- 
maginare (lue problemi al contorno, l'uno interno, l'altro esterno, i quali 
comprendano come casi particolari quello di Dihichlet, quello dell'equilibrio 
di elasticità, quello delle temperature stazionarie, ecc. Infatti basterà costruire 
un sistema di strali generalizzati e un sistema di doppii strati Keneralizzali, 
che comprendano come casi particolari gli strati e doppi strati relativi agli 
eriunierati problemi al contorno; scrìvere poi le equazioni integrali che ne 
ri<4ultano, ed applicare a queste equazioni gli enunciati procedimenti gene- 
rali. In questo modo verranno ad essere considerati sotto uit unico punto 
di vista i più disparati problemi al contorno della fisica-matematica. 

Tornando ora alle considerazioni sui sìngoli problemi al contorno, debbo 
osservale che non è sempre facile superare le difficoltà che presentano le 
tre operazioni, nelle quali si riassume l'artifizio di Khkohoi.m. Così ad esem- 
pio, il Frkdiiolm stesso nella risuluzìone del pi't>lilema deiri'(]uÌlibrio dei 



(•| Laurioblla, Alcune nppliavik 
Cimento. Serie 5.", Voi. XIII. IU07), 
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corpi elastici per dati spostamenti in superficie {% dopo di avere scritto un 
conveniente sistema di equazioni integrali, a dir vero, poco trasparente; cioè 
dopo di avere eseguita la prima delle tre indicate operazioni, abbandona il 
Suo primitivo metodo, forse in causa delle difficoltà incontrate nella seconda 
operazione. Tuttavia Egli ne riesce vittorioso mediante un procedimento, il 
quale, oltre a risolvere la quistione che si era proposta, può applicarsi ad 
altre importanti quistioni di fisica-matematica. Tale procedimento si fonda 
sulla seguente osservazione. Dalla dimostrazione di Fkedholm sulla conver- 
genza delle serie numeratore e denominatore (il determinante) della frazione, 
mediante cui può esprimersi la soluzione dell'equazione integrale (2)f, ri- 
sulta evidente che, se la funzione caratteristica di questa equazione è fun- 
zione olomorfa di un parametro &, anche le due dette serie saranno olo- 
morfe in ky e per conseguenza la soluzione dell'equazione (2)f sarà funzione 
meromorfa di k. Ora le equazioni integrali di Fredholm per l'elasticità con- 
tengono linearmente il parametro k di elasticità; e poiché per k = il cor- 
rispondente determinante è diverso da zero, ne segue che esso non è iden- 
ticamente nullo; e quindi che la soluzione delle dette equazioni integrali è 
data da un sistema di funzioni meromorfe di k. Il Fredholm costruisce al- 
lora un sistema di funzioni f/, 7, W dei punti del corpo elastico, analoghe 
ai doppii strati, e aventi per densità le suddette funzioni meromorfe. Le Z7, 
y, W saranno anch'esse funzioni meromorfe di t, e per i valori di Jfc, per i 
quali il determinante è diverso da zero, soddisfano alle equazioni indefinite 
dell'equilibrio e nei punti della superficie prendono i valori dati. Per i casi 
di isotropia il Fredholm dimostra che le funzioni f/, V, W sono certamente 
finite. Questo però non sarebbe sufficiente per dedurre allora, che le Uj V, W 
nei punti della superficie contorno coincidono con le funzioni date; infatti 
si può dubitare che per qualche valore di k le funzioni densità abbiano un 
polo, pure essendo finite le funzioni f/, V, W (come effettivamente succede 
in altri casi); e che per conseguenza non si possa appUcare il teorema di 
discontinuità dei doppi strati. Un tal fatto non si verifica nei casi di iso- 
tropia; perchè, come si dimostra con la introduzione del concetto di pseudo- 
tensioni (**), in questi casi il determinante delle equazioni integrali è diverso 
da zero. Tuttavia l'analisi del Fredholm può rendersi esente dal cennato 



(•) Solution d'un problème fondamental de la ihéorie de Vélasticité (Arkiv f5r matemaUk, 
astr. och fysìk, Bd. % N. <28). 

(••) Vedi mia cit. Memoria, Gap. IV. 
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(iiibliìo, iinlipPTiilentempnl* dalla coiisiderazioiie delle pBeuriotensioni i-tin 
l'aggiunta di qiiali'he dettaglio, come ho mostrato in una Notai*) in corso 
di stampa, nella quale applico i risultati di Fhedholm suirelasticità {*•) ad 
una nuova dimostrazione di esistenza relativa al problema delPintegrazione 
della equazione doppia di Laplace. 

Avevo detto sopra che la nuova idea di Fhedholm può essere utilmente 
applicata ad altre importanti quìstioni di lìsica-matpmatica. Per potere dare 
un'idea di queste nuove applicazioni, è necessario che io qui faccia menzione 
dei bellissimi risultati ottenuti dal Picahd, come applicazione delia teoria di 
FitEDHoLM. Senza parlare delle eleganti soluzioni che dà del problema delle 
temperature stazionarie e del problema dell'induzione magnetica, mi limiterò 
a rammentare che Egli riconduce l'integrazione dell'equazione differenziale 
lineare del a." ordine di tipo ellìttico alla risoluzione dì una equazione in- 
tegrale della forma : 



? (x) -hja (X. y) 



d 9 



,,.. 



dove iHx, y) è la noia l'unzione dì Ghekn e dove tt{ij\. ^{y) sono Funzioni 
note, tinite e continue insieme alle derivate del 1." ordine. Questa equazione 
trasforma poi in un'equazione integrale della forma (2)^- mediiuite una inte- 
grazione per parli. Studia ìrdine in modo particolare l'equazione delle vibra- 
zioni (Ielle membrane, introducendo la funzione di Gkeen, a simiglianza di 
quanto fanno l'Hrr.BERT e Max Masok. Ritrova cosi i noti risultati su questa 
equazione, dovuti principalmente al Poin(;ahé. 

La critica mosna alcuni anni or sono dal prof. Dtni (•*•) al cIasnico me- 
todo delle approssimazioni successive del Picard jier le equazioni alle deri- 
vate parziali del 5." ordine, prova che, se da un canto l'uso della funzione 
dì Ghekn (o delle sue generalizzazioni) rende molto intuitivi i risulliiti che 
da essa sì possono fare dipendere, d'altro canto la discussione ctunpleta di 
questi rìsultjili richiede uno studio approfondito, di sua natura poco sem- 
plice, delle proprietà di essa funzione, e qualche volta richiede ancora delle 
limitazioni tali sulla natura del campo che si considera o sulla iiatuni delle 



(•) RtnditùnH lìetta R. Are. dei Lineei\ 
("•) Il |irof. Mahcolonoo estemle tuli ris 
{•••) Ada malhemntKi, tomo 25. 

Annnlì •fi MnfFmnIìm. Serie MI. Tomo 



voi. XVI. 8f 
jIUiH (li Fui 




, I 



43 Lauricella: Sulle equazioni integrali. 



funzioni date, da scemare di molto la generalità dei risultati. Ora nel caso 
delle equazioni delle vibrazioni delle membrane, come in casi analoghi della 
fisica-matematica, si può fare a meno di introdurre la funzione di Green (o 
le sue generalizzazioni). Basterà ricordare infatti che si posseggono integrali 
delle dette equazioni differenziali, perfettamente analoghi ai doppii strati: 
esse si possono ottenere dai potenziali ritardati e contengono un parametro 
variabile. Alle equazioni integrali, suggerite dalla considerazione di tali doppii 
strati generalizzati e contenenti un parametro variabile, si possono applicare 
appunto i ragionamenti che il Fredholm fa sulle equazioni integrali dellV 
lasticita. In questo modo, come ho mostrato per il caso del raffreddamento 
dei corpi in una Memoria, che sarà pubblicata negli Annali di Matemaiica (*), 
si ritrovano con semplicità, ed evitando quistioni di rigore, quei risultati che, 
iniziati dai Poincaré nella Sua celebre Memoria: Sur les éqnations de la 
phìfuique-ìnathématique (**), furono poi maggiormente sviluppati in una serie 
di lavori dello Stekloff, del Liapaunoff, dello Zaremba, del Kokn, ecc. 

Fatta pure astrazione della incomparabile semplicità che si raggiunge 
con l'applicazione dei ragionamenti di Fredholm, non è certo trascurabile 
la generalità nei risultati. Infatti i ragionamenti dei detti autori si fondano 
essenzialmente su un nolo lemma del Poincaré, dimostrato da questi solo 
per i campi convessi ed esteso ultimamente dal Korn e dal dott. E. Levi a 
campi non convessi, ma di limitata generalità; mentre i ragionamenti di 
Fredholm si applicano a campi non convessi, generali quanto quelli per i 
quali si dimostra il principio di Dirichlet. 

Ma è assai probabile che ancora un nuovo importante ufficio debba com- 
pire il nuovo artifizio di Fredholm: intendo qui parlare della quistione delle 
soluzioni eccezionali nei campi infiniti, intorno alla quale si hanno tutt'ora 
idee incomplete. 

Chiudo il mio dire sull'equazione (D), rammentando una bellissima Me- 
moria del prof. Pincherle (***), scritta principalmente con l'intento di de- 
durre da un'unica fonte i risultati del Volterra e del Fredholm sulle equa- 
zioni integrali {^)vj (2)f. 

In questa Memoria il prof. Pincherle, facendo tesoro di un Suo fecondo 



(•) Vedi il VoL XIV, pag. 143 e seguenti. 
(*•) RendicofUi del Circolo matematico di Palermo^ t. Vili, 1894. 
(**♦) Sulle eqtMzioni funzionali lineari (Meni, della K. Acc. delie Se. delibisi, di Bologna, 
S. 6.'\ Voi. III). 
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concetto, introduce una serie di potenze di un certo jorametro k, \ cui coef- 
ficienti sono potenze di una data operazioTie : questa serie nel caso dell'e- 
Huazione (2)v corrisponde al valore ft = — 1 ed è convergente uuìformemenle 
ed assolutamente, mentre nel caso dell'equazione (2)^ è funzione mero- 
morfa di k. 

Introduce inoltre il concetto di elemento tnoirrtrtnie, che corrisponde alle 
soluzioni dell'ettnazione inte^-ale omogenea (E); ed inizia la decomposizione di 
una funzione arliitraria f nella somma dei mrrispondeidi elementi invarianti. 

1 procedimenti e i risultati del prof. Pinchekle fanno intravedere la 
possibilitìi di estendere al caso delle funzioni caratteristiche non simmetriche 
i risultati di Hilbert sugli sviluppi in serie, da un punto di vista diverso 
da quello di ScHMinT, del quale abbiamo tenuto parola, e più prossimo ai 
crileriì de) Poincaré sui noti sviluppi in serie di soluzioni eccezionali. 

Prima di passare a trattare dell'equazione (ì)r. credo opportuno dire 
qualche cosa del problema dell'integrazione delle equazioni dell'equilibrio 
dei corpi elastici isotropi per date tensioni in superficie. Le equazioni inte- 
grali che si è condotti a scrivere, per analogìa col problema derivato di Dr- 
BicHLET, non hanno alcun significato; difatti ingenerale le note formote del 
SoHiai.iANA non hanno alcun significato, quando il punto variabile si sup- 
pone sulla superfìcie. Per semplificare le mie considerazioni, dirò, limitan- 
domi ad un campo piano o chiuso da una linea s, che i doppi strati elastici 
sono della seguente forma : 



u{: 



^,9)=j\o 



dìgr 
dn 



+ 6 



tf 'g r \ 
d» } 



u{a)ds 



con a, b coefficienti costanti. Se si suppone clie il punto {x, y) sia discosto 
da « si può, mediante un'integrazione per parti, trasformare la precedente 
formola nell'altra : 

nix, y)=^\a -,(^-''»(«) + cloyr^"jrfs. 
L'equazione integrale alla quale cosi si perviene è della l'orma; 

b 

9(a:)-{-Jji/(iC, y)'^{y)^K[X; tf)^|jrfy = ^ia!) (H) 

con y (a") funzione nota e ^ [x) funzione da determinare. 
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Questa equazione è della medesima natura della equazione (G) del Pi- 
card; però mentre nel caso del Picard con una integrazione per parti, si è 
ricondotti, come è stato detto, ad un'equazione del tipo {^)fì nel caso del 
problema delle tensioni invece tale integrazione per parte non può più ese- 
guirsi. 

L'importanza del problema di fisica-matematica che, come abbiamo vi- 
sto, si riconnette alla risoluzione dell'equazione integrale (H) è tale, da ri- 
chiedere lo studio di questa equazione. 

Passando ora alla considerazione dell'equazione integrale di 1.* specie 
del tipo Fredholm, cioè alla (1)f, debbo dire anzitutto che su di essa non 
si hanno risultati completi come quelli relativi alle equazioni integrali degli 
altri tre tipi. Difatti, a tacere di casi assai particolari, oltre agli studii già 
menzionati del Volterra e del Levi-Givita, si hanno sull'equazione (l)jp' i 
risultati, diciamo cosi, incidentah di Hilbert, già menzionati, per il caso in 
cui la funzione caratteristica sia la funzione di Green; ed alcuni casi par- 
ticolari, di molta importanza, del Kellogg (*) e del Batemann (**), nei quali 
la risoluzione dell'equazione (1)^ è fatta dipendere dall'equazione (2)^. 

L'importanza della equazione (1)^ nel campo delle applicazioni non è 
inferiore a quella relativa alle altre equazioni già considerate. Abbiamo visto 
che il teorema di Hilbert-Schmidt fa dipendere la quistione della sviluppa- 
bihtà in serie, dalla risoluzione di un'equazione del tipo (ì)f' il noto pro- 
blema della teoria della funzione potenziale, di costruire uno strato semplice 
di cui sono noti i valori in superfìcie, dipende anche esso dalla risoluzione 
di un'equazione del tipo (l)jp. 

Il Kellogg riconduce l'equazione integrale : 



f{8) = ^<f{t)\acoÌ7z{8 — t)-\-S{8, t)^-dt (I) 



con S {Sj t) funzione finita anche per 8=^t, alla, risoluzione del tipo (2)^; ed 
applica i Suoi risultati alla risoluzione del problema della teoria del poten- 
ziale, ora enunciato, nel caso di campi a due dimensioni, dei quali si co- 
nosca una rappresentazione conforme nel cerchio. 



(*) Utisietigkeiten in (lem lifiearen Integralgleichungen (Math. Ann., Bd. 58). 
(**) L. e. 



•i 
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Tralascio di enumerare qui i varii ed interessanti risultati del Bateman, 
che rappresentano un notevole contributo alla teoria dell'equazione (!)#•, e 
mi limito a far vedere che il problema generale sopra enunciato della teoria 
del potenziale, cioè la risoluzione della equazione integrale del tipo (1)f a 
cui esso dà luogo, può risolversi mediante due equazioni coniugate del 
tipo (2)^, di già risolute. Infatti, data una funzione arbitraria ^ dei punti 
della superfìcie ci, si costruisca, mediante un'equazione della specie (2)ir, il 
doppio strato, il quale, considerato nel campo finito limitato da a, prenda 
in superfìcie i valori 4^, e si trasformi, pure mediante un'equazione della 
specie (2)jp (la coniugata della precedente) il doppio strato, così ottenuto, in 
strato semplice (*). Questo strato semplice risolve il proposto problema di 
fisica-matematica, ossia la densità, cosi determinata, di questo strato sem- 
plice risolve la corrispondente equazione integrale (l)if. 



(*) Cfr. mia cit. Memoria, Gap. Ili, § 15. 
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I polinomi d'approssimazione di Tchebychev. 



{Di Leonmda ToNELi.i, rt Bologna.) 



iTrima ancora the Weierkthass riesse il nolo teorema sulla rappresen- 
tazione (Ielle funzioni continue di variabile reale, Tchebychev iSur les gu^ 
ations de minima qui se raitachent à la rappresentatioti approxituaHve dea 
foncliotts. Mémoires de l'Academie imperiale des Scienc-es de S, Peterebourg, 
t, IX, 1859) studiò la rappresentazione approssimata di tali Tunzioni mediante 
polinomi di grado dato. 11 metodo di Tchebychev- fu per lungo tempo di- 
menticato, e solo nel 19U2 fu ripreso e reso perfettamente rigoroso da 
P. KiRCHBGKOKH {lnaugurat-DÌ88erlation : Ueber Tchebychefscìie Anndkentngs- 
methtìden. GOttingen 1902 (*)) il quale mise, per primo, in luce le importanti 
proprietà di cui godono i polinomi d'approssimazione (che sono quelli che 
il metodo di Tchebychkv indica per la rappresentazione delle funzioni con- 
tinue). Pili recentemente, nel 11H)n, il metodo di Tchebychev è stato esposto, 
seguendo le traccie del lavoro del KiRCHBERfiEH, nelle Lenona sur les fono- 
liotis de varinbles réelles et les développeìnents en s^ries de polynomes di 
E. BoREu Ultimamente, poi, M. Kréchet (Comptea rendus de l'Academie des 
Sciences, 1907) Iia enunciato, relativamente alla rappresentazione delle fun- 
zioni di una variabile reale, continue ed a periodo 2-, mediante polinomi 
trigonometrici, risultati analoghi a quelli ottenuti nei lavori sopraddetti (*•). 



In questo lavoro, esposto brevemente il metodo di Tchebychev per le 
funzioni di una variabile reale, passo a farne l'estensione al caso di due 



(*) Un estraUo di questa Tesi trovasi nei Mathtmnlischt Anna>«n del 1903, 57 Band, 
(**1 Ije di moal razioni dei rìaullatì ottenuti dal Frjxhbt sono state pubblicate nd fusricoli 
di Genuaio e Febbraio t008 degli Annates d« l'Éeole iV(n*m, >Sup., cioè quando il presente la- 
voro era già depositato alJu redazione de};]! Anmdi di Maletnatìca. Durante la correzione 
delle bozze del presente lavoro sono venuto a conosi-enza di un altro lavoro relativo alla 
rappresentazione approssimata delle funzioni di una variabile reale: General Ihearg of ap- 
proximalKin bg fmietions, ecc., di J. W, YouNQ (Traiisuctìon of the Auierican Malli. Soc.. 
buttilo 1907). 
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variabili (% Qui, tra l'altro, stabilisco, per primo, che, a differenza di quanto 
avviene nel caso di una sola variabile, in quello di due non sussiste, in 
generale, l'unicità dei polinomi d'approssimazione. Degna di nota è anche 
la proposizione che dò al n. 18, § II, P. P., proposizione che è una genera- 
lizzazione di quella che, nel caso di una sola variabile, stabilisce la conti- 
nuità della corrispondenza tra la funzione continua ed il suo polinomio di 
approssimazione di grado dato. La dimostrazione di tale continuità, cosi come 
trovasi nei lavori del Kirghbeuger e del Borel e quella mia della genera- 
lizzazione detta sono essenzialmente diverse, poiché la prima non si presta 
ad essere trasportata nel campo delle funzioni di due variabili. 

Nella seconda parte del lavoro tratto, sempre secondo il metodo di 
TcHEBYCHEv, della rappresentazione delle funzioni continue (tanto di una 
come di due variabili), a periodo 2 77, mediante polinomi trigonometrici. 

Vengo, infine, nella terza parte, ad applicare (e credo per il primo) il 
metodo di Tchebychev alla rappresentazione delle funzioni di variabile com- 
filessa. Qui osserverò che le dimostrazioni fino ad ora note per le funzioni 
di variabile reale delle principali proprietà dei polinomi d'approssimazione 
- vale a dire, dell'unicità di tali polinomi e della continuità della corrispon- 
denza tra la funzione continua f{x) ed il suo polinomio d'approssimazione 
di grado n, 11. (x) — fondandosi essenzialmente sulla considerazione del 
segno della differenza f(x)- - ll„ \x) nei punti in cui \f{x) — 0^ {x) \ raggiunge 
il suo massimo valore, non sono suscettibili di estensione al caso delle fun- 
zioni di variabile complessa. Si presta, invece, a tale estensione la dimostra- 
zione dell'unicità (nel caso di una sola variabile reale) da me data in questo 
lavoro fondandomi solo sopra una proposizione di Tchebychev. La dimo- 
Htrazione della continuità sopraddetta l'ho poi ottenuta dall'immediata esten- 
sione della dimostrazione, già ricordata, del n. 18, § II, P. P. 

Stabilite le più importanti proprietà dei polinomi d'approssimazione, ho 
introdotto la condizione dell'analicità per la funzione considerata, e ne ho 
ottenuto per (juest'ultima uno sviluppo in serie di polinomi. 

Si sa (con Hilbert, Painlbvé, Mittag-Leffler) che una funzione ana- 
litica, in un campo in cui (contorno compreso) è regolare, è rappresentabile, 
a meno ili e, mediante un polirionìio; e, conseguentemente, che è sviluppa- 
bile in serie di polinomi uniformemente convergente in tutto il campo con- 



(*) Qii(*Hlo citHo fu HtiMliiito an<'h<^ dal Kirchkkrurr, nel lavoro citato, ma sotto un punto 
di viHta div(*rHO dal iniu. 
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siderato. Ciò che qui si aggiunge a tale risultato è che, fra tutti i polinomi 
di dato grado, ve n*è sempre uno ed uno solo che dà della funzione conside- 
rata la massima approssimazione; e, di conseguenza, che, fra tutte le serie di 
polinomi di grado successivamente crescente uniformemente convergenti verso la 
funzione detta ve n'è sempre una ed una sola che dà la massima convergenza. 

Il presente lavoro è, in sostanza, la tesi da me presentata, nel giugno 1907, 
all'Università di Bologna per la laurea in Matematiche Pure. Tale lavoro è 
stato fatto sotto l'ispirazione del prof. Arzelà: a Lui, pertanto, la mia vivis- 
sima riconoscenza. 

Ringraziamenti debbo pure al prof. Hilbert, che gentilmente mi favorì 
il lavoro del Kirchberger di cui ho parlato più sopra, ed al prof. Fréchet 
per le utilissime indicazioni datemi. 



PARTE PRIMA 



I. 

1. Sia la funzione f{x), reale della variabile reale, data in un inter- 
vallo (a, 6), ed ivi finita, continua e ad un valore. 
Sia poi P« (x) un polinomio di grado n : 

Pn (x) =Po X* +pi x""* H \-Pn ,. 

e si consideri la differenza 

f{x)-FM)=^{^\ 

la quale sarà finita e continua in tutto (a, 6). Risulterà, perciò, finita e con- 
tinua in tutto (a, 6) anche la funzione | Y (aJ) | . Ne segue che | Y (x) \ rag- 
giungerà almeno una volta in (a, 6) il suo massimo valore tw. Questo mas- 
simo m varierà al variare del polinomio P^ (x) (nel quale però rimane fìsso 
il grado »), cioè al variare dei coefficienti po, Piv? P«; esso perciò potrà 
considerarsi come una funzione di tali coeflRcienti : m(po» Pi»-» PJ- 

ilnnolt di McUemaHea, Serie III, Tomo XV. 7 
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Per la sua natura di massimo della funzione | Y(x) , m sarà sempre 
positivo o nullo. Ne segue che m, come funzione dei parametri p, avrà cer- 
tamente un limite inferiore {a ^ 0. Se esiste per i parametri p un sistema 
di valori -,, -:,,..., i:,, tale che sia, in tutto (a, 6), 

\f(x)-i\Ax)\^V., 

dove è II, (05) = «0 a?' 4- t^x «*"* H h ^» , diremo che n, {x) è un polinùmio 

d^approssimagione di grado n détta f{x) (^). 

2. Si può ora dimostrare che esiste setnpre almeno un polinomio d^ap- 
proasiniazione di grado n. Non daremo qui, per brevità, la dimostrazione di 
questa proposizione; essa verrà data, al paragrafo II, addirittura per il caso 
di due variabili. 

3. Consideriamo la differenza 

Y(x)^f(x)-nAx\ 

dove fi, (a?) è un polinomio d'approssimazione di grado n della f(x\ e, os- 
servato che ! Y (X) raggiunge in (a, 6) almeno una volta il suo massimo (x, 
dimostriamo, con Tchebychev, che il numero dei punti di (a, 6) in cui \ Y{x)\ 
raggiunge il suo massimo p. è certamente maggiore di n+ 1. 

Siano a;,, a;,,..., Xt i punti di (a, 6) in cui \ Y(x) raggiunge il suo mas- 
simo valore fx, e supponiamo che sia v^n+1. Faremo vedere che in tale 

ipotesi si può costruire un polinomio di grado n: u^{x), tale che sia, in 
tutto (a, 6), 

\f(x)-U^{x)\^lL' 

con fA'<;fA: cosa assurda perchè n, (a?) è un polinomio d'approssimazione di 
grado n. 

Consideriamo il sistema di v equazioni lineari non omogenee nelle p (qui è e, 
uguale ad 1 , o a — 1, a seconda che è f(x^) — n, (x^) = |i, o f{x^) — n, (x^) = — (i) 

Po a?: +i>i xT'-^ hPn = Si y- 

PoK + PiK"-ì hp. = ev(x. .' 



(*) Naturalmente non è escluso che i primi coefficienti di Unix) siano nulli, vaie adire 
che Un (x) sia effettivamente di grado minore di n. 
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Se, come ni è supposto, è v^w + I, il sistema (1) è possibile, perchè 
almeno uno dei determinanti di ordine v che si possono estrarre dalla ma- 
trice dei coefficienti è diverso da zero: infatti il determinante 

M/| • *^l 9***9 



•Z/y y aZ/y , • « • ^ X 



è certamente diverso da zero essendo un determinante di Vandermohd. 

Essendo il sistema (1) possibile^ si potrà determinare un sistema di va- 
lori po9 Pi VM Ph tali che soddisfi ad esso. Tali valori po> jPm.'-9 P-9 >^on pos- 
sono essere tutti nulli perchè i termini noti di (1) sono diversi da zero. 
Scelto dunque un sistema di valori p che soddisfi al sistema (1), conside- 
riamo il polinomio di grado n 

Pn {x) =Po ìk" + Pi 05-' H f-p. 

e formiamo l'espressione 

Y, (x) = f{x)- n. {X) - co P. (oj) = Y {x) - co P^\x), 

dove co è un numero positivo. 

Essendo Y {x) e P„ {x) continue in tutto (a, 6), preso un numero posi- 
tivo e<fi, potremo determinare un numero positivo S tale che in tutto 
(a, 6), soddisfatta che sia la disuguaglianza \x' — x^li^^^ sia 

I Y {x') - Y {x") |< e , I P. {x) - P. {x'') I < e. 



In ogni intervallo di lunghezza 8 ed avente come punto di mezzo uno 
dei punti x^ in cui è Y {x^) = f (x^) — n^ (x^) = (a, si ha allora 

IL — s < Y(x)^\L 
(o ((A — s)< co P, (a;)< co (> + e), 

perchè, per il sistema (1), è P^{xJ) = u.. Ne segue 

(A — e — co (»/ +e)< Y(aj) — co P, {x) < (>- — co (;/. — e), 



e, se r co è stato scelto minore di ^— - — 

0<Y(a5)-coP.(«) 
e ciò vale in ogni intervallo X detto. 



(^_co({x — e), 
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Analogamente si trova che, in ogni intervallo S avente come punto di 
mezzo uno dei punti a?/ in cui è Y (x^) = f {x/) — n^ (x/) = — f*, si ha 

Dunque, in ogni intervallo d'ampiezza S ed avente come punto di mezzo 
uno dei punti x^ ove è | Y {x^) | = f^t., si ha 

\Y,{x)\<^L-^{^L-t). (2) 

Dall'intervallo (a, 6) togliamo gli intervalli S- detti, nei quali è verificata 
la (2), e indichiamo con A l'insieme degli intervaUi che rimangono su (a, 6). 
In ^ la I Y{x) I avrà un massimo fA''<Cf^, onde in tutto A si avrà 

|r(aj)|-pL'. (3) 

In tutto (a, 6), poi, il polinomio Pn{x) avrà un massimo valore asso- 
luto M, onde, se prendiamo «o in modo che sia 

£«)< ; > W< 



avremo in tutto (a, 6) 

Per la (3) e la (4) è perciò, in -4, 

I Y, ix) \=\Y{x)-<^PAx)\^\Y{x)\ + \i^P^ {X) I 

, Yi (^) l< ;- H 2 — = — ^ (^) 

Dalle (2) e (5) risulta che in tutto (a, 6) | Y» (x) | è minore del maggiore 

dei due numeri (x — &)((ìl — s), '' ^ > cioè è minore di un numero pt.'<;(i. 
Avendosi in tutto (a, 6) 

I Y, (x) i = I /^(a?)- (n. (aj) + a>P. (a?)) [<,x'<fA, 

il polinomio di grado n 

n„ (a?) + oiPn {^) = K + oi Po) a;'* + (^i + <^Pi) a?""' H h (^f. -f wp.) 

dà della f{x) un'approssimazione maggiore del polinomio n„ (a?), il che con- 
traddice all'ipotesi che n^(a;) sia d'approssimazione. 



Tonelli: I polinomi d approssimazione di Tchebychev. 



53 



Resta così dimostrato che il numero dei punti di (a, 6) in cui | f{x) — U» (x) 
raggiunge il suo massimo valore (a è certamente maggiore di n+1. 

4. Veduto questo, dimostriamo che 
esiste per la funzione f{x) un solo polinom^io d* approssimazione di grado n. 

Supponiamo, infatti, che di tali polinomi ne esistano due : n^ (x) e ri. (x)y 
e consideriamo il polinomio, pure di grado n, "^ ' ^ — =A_i. Avremo 



n^)- 



n. jx) + n. jx) 

2 



|/(a;)-il.(a;)| + |/(a;)-n.(a;)| 

2 



ed anche, in tutto (a, b), poiché è 



fix) — n,{x)\^iL, I f(x) - 11. (x) 



\f(OP) 



n. (x) — n. jx) 

2 



^f*- 



n (x) -1- n (x) 
Dunque anche "^ ^ ^ — =-^^ è pohnomio d'approssimazione di grado n. 

Ne segue, per il teorema di Tchebychev, che 



A^»)- 



n. (x) + n. (x) 



raggiunge il suo massimo valore fi in almeno n + 2 punti di (a, 6). 
Ma se in un punto x è 



f(i) "■■('»)+"»(a^) _ 



2 



deve anche essere 



f{x)-n,{x)==lL, f{x)-n,ix) = ft; 



ed, analogamente, se in a; è 



f(^)- 



n. (a?) 4- n. (a?) 

2 



.(/. 



deve anche essere 



f(x) — n, {X) = — JX, /"(«) — n, {x) = - (X ; 



54 Tonelli: I polinomi d' approssimazione di Tchébjfchev. 



Ne segue che nei punti x ex è 

n, (x) = n, (x) ; 

ma questi punti sono in numero maggiore di n + 1, dunque è, trattandosi 
di polinomi di grado n, 

n, (x) = U. {x). 

L'unicità dei polinomi d'approssimazione di grado dato è così comple- 
tamente dimostrata. 

5. Essendo P«(a?) un polinomio qualunque di grado n, consideriamo 
la funzione 

Y(x)=^f{x)-PAx). 

I Y(x)\ raggiunge, come sappiamo, in (a, 6) almeno una volta il suo massimo 
valore m. Chiamiamo allora A' l'insieme dei punti di (a, 6) nei quali è 
y (oj) = m, e A" quello dei punti, pure di (a, 6), ove è Y{x) = — m. Sia poi 
y un numero positivo tale che, in ogni intervallo di ampiezza minore od 
uguale a 8', Foscillazione della Y{x) sia inferiore ad un numero positivo 

t<i-^' Dividiamo l'intervallo (a, 6) in un numero finito r di parti eguali 

in modo che l'ampiezza comune S di queste parti sia minore di ^. Allora 
in ognuno degli r intervalli, che chiameremo 

5,,^j,..., 8^, (1) 

m 



la Y{x) farà un'oscillazione certamente minore di é< ^-- Da ciò segue che 

se all'intervallo S, appartiene (*) un punto a di A' (o un punto a" di A*^ ed 
all'intervallo 8, un punto a" di A" (o un a' di -4'), tra gli intervalli S, e 5, 
devono essercene almeno altri tre: infatti, altrimenti, nell'intervallo (a', a*) 
non potrebbe averei per la Y{x) un'oscillazione uguale sl ^m. 

Ciò posto, sia 8,^ il primo intervallo di (1) a cui appartiene un punto 

dell'insieme A' -{-A"; sia poi S,^ il primo intervallo, che segue S,^, e che con- 
tiene un punto di quello tra gli insiemi^' e A" che non ha punti in S,^. In- 



(*) Diremo che un punto appartiene ad un intervallo tanto se il punto è intemo quanto 
se coincide con un estremo deirintervallo. 
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dicbiamo con i, il putito di mezzo dell'intervallo •$,_,: allora, per l'osserva- 
zione precedente, avremo the ;, disterà dai punti dell'insieme A' + A' di 



un punto di quello tra ^ìi insiemi A', A" die non Ila punti in S, , si indichi 
con 5, il punto di mezzo di S, _., : aiiclie C» disterà dai punii di A' + A" di 

almeno -^S. 

E cosi si prosegua. Siccome gli iiitervalli (i)sono in numero finito, cosi 
gl'intervalli K,, S.,t ^.,' ■■ ^ per conseguenza anclie i punti £,, <,..,. saranno 
in numero Unito. Sia p' — \ il numero degli i: allora questi punti dividono 
(a. b) in p intervalli 

L,, L,,..., L^. 

In ogni L sono contenuti, dell'insieme A'-\-A", solo punti di A' o solo 
purdi di A'\ inoltre, se L. contiene punti di ^' {o di A'), L._, e L.^., conten- 
gono punti dì A' (o di A'). Si ha poi, come già abbiamo osservalo, che i 

3 
punti i distano da quelli dell'insieme A' -t- A" di almeno -^B. 1) numero p 

sarà poi iil minimo aguale ad 1. 

(ì. La considerazione degli intervalli/, relativi ad un polinomio P,{x) 
serve per dare un'altra dimostrazione dell'unicità dei polinomi d'approssi- 
mazione di grado n. Per tale dimostrazione rimanderemo il lettore alle I^^ns 
sur leJt fonctions de variables réelles et leu developpements en séries de poly- 
Homen di E. BoHRL. Qui diremo solo che da questa dimostrazione risulta 
anche la proposizione seguente ; 

coìidizione necessaria e sufficiente affinchè un polinomio sia d'approssi- 
nutzione di grado n, è che il nmnero degli intervalli L relativi ail esso sia su- 
periore ad « + 1 . 

Da ciò ftegue che se il ninnerò p degli iidervalli L è superiore anclie 
ad « 4-2, il polinomio considerato non solo ^ d'approssimazione di grado w, 
ma anche d'approssimazione dei gradi w -)- 1, n~f-i^,.,.. p — 2. 

7. In ciò che precede abbiamo veduto che ad ogni funzione ad un 
valore, linita e continua in (a, 6) corrisponde sempre uno ed »« solo poli- 
nomio d'approssimazione di grado n. Si può ora far vedere che questa cor- 
rispondenza è continua: vale a dire si può dimostrare che 

se n. (*), li. (j;) sono i potinomi d' approsinmasione di grado n di due 
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funzioni ad un valore, finite e cantinue f{x) e g{x\ date in un intervallo 
(a, 6), preso un numero ti, positivo e piccolo a piacere^ si può poi se/inpre 
trovale un altro numero positivo t tale che, per ogni funzione g {x) soddisfa- 
cente, in tutto (a, ò), alla condizione 

\f{x) — g{x)\<t, 

sia, in tutto V intervallo detto, 

I n, (x) — n, (x) I < 71. 

Non daremo qui, per brevità, la dimostrazione di questa proposizione. 

Daremo in seguito, nel paragrafo secondo, la dimostrazione di una pro- 
posizione più generale della presente. 

8. Veniamo, ora, a dire qualche cosa sul modo di calcolare il poli- 
nomio d'approssimazione di dato grado di una funzione continua in un de- 
terminato intervallo. 

Consideriamo, dapprima, il caso delle funzioni razionali intere. Si abbia, 
adunque, da calcolare il polinomio d'approssimazione di grado n, nell'inter- 
vallo (a, 6), del polinomio P (x). Sia n„ {x) il polinomio da trovarsi. Detto, 
come al solito, y. il massimo di \P{x) — n^{x)\ in (a, 6), esisteranno, per 
il n. 6, in tale intervallo n + 2 punti distinti 

fl/i, O/g,..., a/„4.t, (1) 

(tra i quali possono essere anche a e b) soddisfacenti alle relazioni 

P(a:,)-n, (a:,) = (-!)>' (i= 1, 2,..., n + 2), (2) 

dove pi' è un numero tale che sia |(jL'|=fi. Ora, poiché nei punti (1) 
\P{x) — iì^{x)\ raggiunge il suo valore massimo (x, tali punti saranno tutti, 
ad eccezione al più di quei due che eventualmente coincidessero con a e 6, 
radici dell'equazione 

P'{x)-u\ix) = 0; 
avremo, perciò, 

ix,--a)ix,-b){P'{x,)^n\{x,))=0 (i = l, 2,..., n + 2). (3) 

Le equazioni (2) e (3) sono in numero di 2 (n -f- 2)u Riguardando in 
esse come incognite le coordinate (1), il numero f*.' e gU n + 1 coefficienti di 

ri„ {x) = :7o a?" 4- ^, x"-' H h ^n , 
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si ha un sistema di 2(n + 2) equazioni a 2(n + 2) incognite. I numeri 2 e 6 
dicendoci che esiste sempre una soluzione di tal sistema, ci dicono che esso 
è possibile. Potremo, perciò, risolverlo: tra le sue soluzioni vi è quella del 
nostro problema. Per riconoscere se una soluzione: 

fl/i , . . . , fl/^-f-a 9 P* 5 '^o > • • • » '^ 



» "n ì 



del sistema considerato è quella che noi cerchiamo, basterà verificare se in 
tutto (a, 6) è 

\P{x)-U^{x)\^\Il'\, 

essendo n„ (x) = tto a?** H [- ^« . Infatti, se ciò è, la proposizione del n. 6 

ci dice che, essendo per le (2) verificate le relazioni 

P{x,)-Ù^{x,) = {-iyuf (t=l, 2,..., n + 2), 

il polinomio n^(a5) è certamente quello d'approssimazione di grado n della 
funzione P{x). 

Si può osservare che il metodo precedente si applica perfettamente anche 
al caso delle funzioni razionali fratte. Si può dire perciò che, nel caso dells 
funzioni razionali^ il problema della determinazione del polinomio d'approssi- 
mazione di grado dato è algebrico. 

Veniamo ora al caso di una funzione continua qualunque. 

Possiamo dire che il metodo precedente ci permette di calcolare, con gasi' 
Vapprossif nazione che si vuole, il polinomio d'approssimazione di dato grado 
di una qualunque funzione continua. 

Sia f{x) la funzione continua. Preso un numero positivo yi, piccolo a 
piacere, possiamo, per quanto si è detto al n. 7, trovare un numero posi- 
tivo e tale che, per ogni funzione continua g (x) soddisfacente alla condizione 

in tutto l'intervallo che si considera, sia, in tutto lo stesso intervallo, 

|n,(a;) — n,(a;)|<7i, 

dove n^ {x) e n^ (ce) indicano, rispettivamente, i polinomi d'approssimazione, 
del grado dato n, di f{x) e g{x). Ricordiamo qui il seguente noto teorema 
di Wbierstrass: Data, in tutto l'intervallo (a, 6), una funzione continua f{x\ 
e preso un numero positivo t piccolo a piacere, si può setnpre trovare un pò- 
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linomio P{x) tale che^ in tutto (a, 6), sia 

\f{x)-P{x)\<z. 

Se, in forza di questo teorema, prendiamo per funzione g{x) il poli- 
nomio P(x) detto, avremo che sarà verificata la relazione 

|n,(a5) — n,(x)|<7i, 

dove ii„(a?) è il polinomio d'approssimazione, del grado dato n, di P{x); 
polinomio che, mediante il metodo sopra dato per le funzioni razionali, può 
essere algebricamente calcolato. 

9. Sia, come al solito, n^ {x) il polinomio d'approssimazione di grado n 
della funzione contìnua f{x) data in (a, 6), e indichiamo con a^ il massimo 
di \f{x) — n„(a?)| in tutto l'intervallo detto. Questo pi„ viene ad essere una 
funzione di n univoca e sempre positiva o nulla (sempre positiva se f{x) 
non coincide in (a, 6) con un polinomio). Inoltre, la funzione fi^ è sempre 
non crescente, giacché se fosse ^,.4., >fA«, n^^» (x) non potrebbe essere il po- 
linomio d'approssimazione di grado w+1 di f{x). Ne segue che fx^ tende, 
al crescere di w, ad un limite X positivo o nullo. Il teorema di Weierstrass, 
ricordato al numero precedente, ci dice poi che è X = 0. Infatti, se fosse 
X>0, potendosi, in forza di tal teorema, trovare un polinomio P{x) tale 
che in tutto (a, 6) sia 

\f(x)-P{x)\<\ 

detto r il grado di P{x), si avrebbe |>v<^» onde X non potrebbe essere il 
limite di m^. 

Anche il grado m^ di n^ {x) (grado che è ^ ») è una funzione univoca 
di n. Tale funzione è anche sempre non decrescente. Se f{x) non coincide 
in (a, 6) con nessun polinomio, il limite zero, a cui tende (x^ al crescere in- 
definito di n, non è minimo per a^, sicché, al tendere all'infinito di n, fi^ 
assumerà certamente infiniti valori distinti; ed infiniti valori distinti dovrà, 
di conseguenza, assumere anche w„, giacché se è k^=|=:'* ^ anche w^=|=w,. 
Ne segue, poiché è m^=\=m, {r<is) é certamente w, — m^^l, che m^, al 
tendere di n all'infinito, tende esso pure all'infinito. 

Si può anche osservare che il fatto del tendere m^ all'infinito con n è 
indipendente dal teorema di Weierstrass sopra ricordato. Infatti, quand'anche 
fosse X>0, X non potrebbe, sempre nell'ipotesi che f{x) non coincida in 
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(a, 6) con alcun polinomio, essere minimo per pi^. Questo si vede osservando 
che, se esistesse un n tale da rendere p.- = X , si potrebbero costruire rela- 
tivamente al polinomio U;^{^) gli intervalli L, di cui si è parlato al n. 5, i 

quali sono sempre in numero finito. Detto i)(p>n-+- 1) il numero di questi 
intervalli, n-(a5) non potrebbe, per la proposizione del n. 6, essere polinomio 

d'approssimazione di grado p; si avrebbe perciò fAj,<P';^, contro l'ipotesi 
che [A- sia il minimo di pt.^. Non potendo così X essere minimo per fi^, ripe- 
tendo il ragionamento fatto sopra, si giunge alla conclusione che m^ tende 
con n all'infinito. 

10. Consideriamo ora la serie di polinomi 

^0 (x) + (tti (x) — TTo {x)) H h K (a?) — Wn-i {x)) H (1) 

Questa serie, che, per quanto si è detto al numero precedente, converge 
uniformemente in tutto (a, 6) verso f(x), può essere chiamata: serie di 
Tchebychev o sviluppo di Tchebychev di f{x). La (1) gode di questa proprietà 
caratteristica : fra tutte le serie di polinomi di grado successivamente crescente, 
uniformemente convergenti in tutto (a, 6) verso la f (a?), essa dà la piii rapida 
convergenza (*). 

11. Osservaziane, — A noi sembra che dalle cose dette sopra i poli- 
nomi d'approssimazione dovrebbe potersi dedurre una nuova dimostrazione 
del teorema di Weiehstrass, che noi abbiamo già ricordato. Possiamo os- 
servare, a tale scopo, che basterebbe poter mostrare che la 

Wo(i»), w, (a?),..., w, (a;),... (1) 

è una successione dì funzioni egualmente continue. Infatti, posto ciò, si de- 
duce subito (**) che la (1) ammette una funzione limite continua F{x), la 
quale, se X è il limite a cui tende [l^ al tendere all'infinito di n, deve sod- 
disfare, in tutto l'intervallo (a, 6) che si considera, alla disuguaglianza 

f{x)-F{x)\^\. 



Ed allora si vede subito che deve essere X = 0, cioè, in tutto l'intervallo 
detto, f{x) = F{x). Infatti, se fosse X>0, poiché f{x) — F{x) è una fun- 



(•) li primo a considerare la serie (1) fu il Borel (vedi loc. cit.). 
(**) Vedi C. Arzelà, SuUe funzioni di linee (Memoria della R. Accademia delle Scienze 
deiristituto di Bologna, 18^), n. 3. 
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zione continua, si potrebbe trovare un numero positivo 8 tale che, in ogni 
intervallo di ampiezza S, compreso in (a, 6), la f{x) — F{x) facesse im'oscil- 
lazione minore di X. Ma, essendo F{x) funzione limite di (1), preso un nu- 
mero positivo 6 <; ^ > si può sempre trovare un numero positivo e intero 

n> — ^ — tale che, in tutto (a, 6), sia 

\F{x)-U;^{x)\<t. (2) 

E poiché (n. 6) vi sono in (a, 6) certamente più di n punti 

Xij 05, , . . , Xj^ , «C^j , . . . 

tah che sia 

f{x,)-U-{x,) = {-\YiL- (i=l, 2,..., n, n+1,...), 

si ha che in (a, 6) vi sono certamente due punti x' e a;" tali che sia 

x^ — x'^Ki 
f{x') - n- {X') = f.- , f {x") - n- (a:-) = -n. 

In questi punti x' e x" è, per la (2), 

r(a/) -F{x) >(.--e>X-e>4 



il che dice che, nell'intervallo di ampiezza 8 al quale appartengono entrambi 
i punti X e x", la f{x) — F{x) compie un'oscillazione maggiore di X: ciò è 
contrario al supposto. 

E dunque X = 0, onde f{x) è l'unica funzione limite di (1). 



IL 



l. Prima di entrare nella trattazione dei polinomi d'approssimazione 
per le funzioni reali di due variabili reali daremo tre proposizioni che ci 
saranno utili in seguito. 
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Se in un campo A {finito) si ha un polinomio di grc^ n 

Pn {x y) =p. x^ +p, r H y-Pir (n= ("^ ^^)) ' 

i coefficienti p non possono, in fnodulo, superare un certo nwinero finito dipenr 
dente solo dal grado e dal massimo nwdulo di P^ {x y) (*). 

Si prendano, infatti, iV= j T^ j punti {xy) in A in modo che la 

noscenza dei valori di un qualunque polinomio di grado n in essi sia suf- 
ficiente a determinare completamente il polinomio stesso; prendiamo cioè 
gli N punti in modo che il determinante 



co- 



Z) = 



M M n,_ j 4 

x% ^ y% ^ x^ jfs , . . . , ^2 , Vi ì A 



sia diverso da zero. Allora dal sistema 



Pi «7 +P% tTi-^ \-Ps = Pn (i»l , Vi) 

Pi a?Jr + Ps ìfir-\ hPif = P. (aJjf, yjf) 



ricaviamo, per la regola di Gramek, 



Pr = 






(r=l,2,...,iV), 



dove Z)^ si ottiene da D sostituendo in questo alla colonna r"**"" P«(a5i, l/Ov» 
P.(»jr, yjr). Abbiamo, perciò, 



Pr\ = 



Z) 



(r=l, 2,...,i\r). 



Sviluppando ora Dr secondo i termini della colonna r*""*', otteniamo, se 



(*) Questa proposizioDe trovasi dimoetrata, con altro metodo e per il caso di una soia 
variabile, nel già citato libro di Borel. 
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M è uguale o maggiore del massimo di | P^ {x y) \ in A^ 

dove Q è il massimo valore assoluto dei determinanti di ordine N—i con- 
tenuti in D. Abbiamo perciò, per ogni r da 1 ad iV, 

li>.|--rp— . 



N Q 
Il fattore — ^ è finito e (una volta fìssati i punti {x^rjfK)) dipende solo 

dal grado di P^{xy); la proposizione è perciò dimostrata. 
2. Passiamo a dimostrare che una varietà 

G = {P^{xy)] 

di polinomi di grado n e tutti contenuti, in un dato campo, tra due limiti 
finiti, è una varietà di funzioni egualmente continue nel detto ca^npo. 
Sia 

Poiché tutti i polinomi della varietà sono compresi tra due limiti finiti, 
la relazione 

\P^{xy)\<M, 



dove Jtf è un numero finito convenientemente scelto, sarà soddisfatta da un 
qualunque Pni^y) di O. Per il numero precedente avremo perciò 

\Pr\^P.M (r=l, 2,...,i\r), 

dove P è un numero fìsso per tutti i polinomi di G. Ne segue che i coef- 
fidenti di -r— P, {x y) e di ^ — P^ {x y) sono tutti, in valore assoluto, minori 



d 



d 



ed uguali a nPJ/, numero anch'esso finito; -^—P,{xy) e -^—P,{xy) 

ax a y 

sono perciò, in tutto il campo che si considera, e qualunque sia il polino- 
mio P^{xy) di G, minori di un numero finito M'. Se ne deduce (♦) che i 



(*) Vedi G. Arzelà, SuXU funzioni di linee (Memoria delia R. Accademia delie Scienze 
deii*l8tituto di Bologna, 1895), n. 6. 
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polinomi di 

= \P„{xy)] 

sono funzioni egualmente continue. 

3. Dimostriamo ora che se si ha, in un determinato campo, una varietà 

Q = \P{xy)] 

di polinomi di grado n tuiti contenuti tra due limiti finiti l e L, ogni funzione 
limite di tale varietà è un polinomio di grado n (*). 

Sia V {x y) una funzione limite di O (l'esistenza di questa v(xy) è pro- 
vata dal numero precedente e dal n. 3 della Memoria già citata del profes- 
sore ÀRZELÀ) e 

P,{xy), P^{xy),... (1) 

una successione di polinomi di G, la quale tenda uniformemente alla v{x^ y) 
detta. Sia poi 

Se p, è un punto limite della successione 

Ir \ ^ l' I > • • • > 

potremo da questa estrarne un'altra 

Fi > irt > 

la quale tenda al limite p^ . 

Sia poi pa un punto limite di 

i > Ft > • • • > 

potremo da questa successione estrarne un'altra 

Ft > Fi > • • • 

la quale tenda al limite p, . 

Così seguitando si giungerà ad una successione 

Fv > Fy > • • • 



(*) Ciò non esclude che vi possano essere dei polinomi di grado inferiore ad n che siano 
funzioni limiti di G, poiché un polinomio di grado r<n lo considereremo ancora come di 
grado n con i primi coefficienti nulli. 
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la quale tenderà al limite py. Poiché le successioni 

^1 > ^8 > • • • 
K-l > f^2 > • • • 



sono estratte ciascuna dalla precedente^ le successioni 

ìri y Fi > • • • 
lr% » l'a > • • • 



(2) 



• • • 



tendono, rispettivamente, ai limiti Pi,. Ps,..., p^y ed ogni polinomio 

appartiene alla successione (1). I numeri p», p»,..., py sono poi tutti finiti, 
perchè tutti i numeri del quadro (2), come tutti i coefficienti dei polinomi 
di 6, sono minori in valore assoluto di 

M.NQ 
D 

essendo M maggiore del massimo dei numeri | L | e 1 1 1. 

Preso allora un numero positivo tq, piccolo a piacere, potrà poi sempre 

trovarsi un numero m tale che per ogni m>m sia, contemporaneamente, 

IPi — PÌ**M<^» |p«— pi"'^|<Tn,..., \Pir—p'S'^\<yi. 

Posto 

avremo perciò, per ognim>>w, 

P{xy) - Pa^ (xy) = (p. -pl«-^)aj- + (p» -p?"^)?^" + • • + (Py-P^) 

donde 

\P{xy)-Pa^ixy)\<'mx''\ + \y''\-^ hlX^iP, 

essendo P un numero finito. 
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Preso dunque un numero positivo e, piccolo a piacere, prendendo •/; tale 
che sia Yi < ^ > si ha, in tutto il campo considerato. 

Da ciò segue, poiché i polinomi P<,^ {x y) appartengono alla succes- 
sione (1), che P{xy) è una funzione limite della (1). Ma questa successione, 
tendendo uniformemente alla funzione v{xy)^ ha una sola funzione limite: 
si conclude che è 

v{xy) = P{xy). 

È così dimostrato che ogni funzione limite di G è un polinomio di 
grado n. 

4. Premesso ciò, sia f{xy) una funzione reale delle due variabili 
reali oj ed y data in un campo A ed ivi finita, continua e ad un valore (*). 

Sia poi P^{xy) un polinomio di grado n 

'n + 2^ 
e si consideri la differenza 



Pn {xy) =p, a?" +p, y"" ^ hPir \N = V 



f{xy) — P,{xy). 

Analogamente a quanto si è detto al n. 1 del paragrafo primo, si può 
dire che il massimo m del valore assoluto di questa differenza in tatto A 
è una funzione dei parametri p,, Pa,..., p». Detto (x(^0) il limite inferiore 
di w(p,, i>8,..., py)j se esiste per i parametri p,, p*,..., Pn, un sistema di 
valori 77, , TTa,..., -j^r, tale che sia, in tutto A, 

\f{xy) — u„{xy)\^lf., 

dove è 11^ (ic y) = ~i a?" + TTj 1/" H f- tt^, diremo che n^ (x y) è un polinomio 

d'approssimazione di grado n della f{xy). 

5. Si tratta ora di stabilire l'esistenza di un tale polinomio. 
A tal fine mostriamo dapprima che si può determinare un campo limi- 
talo e chiìMo per la variazione dei parametri p, tale che in esso la funzione 
w(pi, p,,..., py) ammetta come limite inferiore il numero pi. 



(*) In ciò che segue considereremo sempre funzióni ad un valore assolutamente con- 
tinue. 
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Poiché è 

f/. :^m(0, 0,..., 0) = massimo di \fixy) — 0| in A = My 

(essendo M il massimo di \f{xy)\ in -4) l'insieme B costituito da tutti i 
punti (p, , Ps,..., p») in cui è sempre 

è tale che in esso w(pi, Psv» Pn) ammette come limite inferiore p.. 

Infatti, supposto che il limite inferiore di w in £ fosse [/.'>[/., vi sa- 

rebhe, per definizione di [a, un punto (p,, Pav» Py) tale da rendere verifi- 
cate le disuguaglianze 



Ed allora, poiché è u'^3f, si avrebbe 

quindi (p, ,..., pjy) apparterrebbe a B. La disuguaglianza «i(p,,..., pjrXi^' 
è perciò assurda, e tale è pure l'altra p.'>>p.. 

Facciamo ora vedere che l'insieme B è limitato. Sia P„ {x y) un polino- 
mio appartenente all'insieme B (vale a dire tale che (Pi,.--» P») appartenga 
a B). In tutto A si ha 

\PA^y)\^\t{^y)\ + \PA^y)-f{^y)\^M+m 

\P^{xy)\^^M; 



è perciò (n. 1) 



Ip.M^^^^ (r = t, 2,..., ÌNT). (1) 



Il secondo membro di questa disuguaglianza è fisso (fissati che siano i 
punti {xy) del determinante D) ed è finito. Tale disuguaglianza vale per 
tutti i polinomi che appartengono all'insieme B. Segue che B è limitato. 

11 campo JB* definito dalle disuguaglianze (1) è limitato e chiuso e com- 
prende in sé JB; in B* perciò tii(p,, Piv> Pv) ammette ^ come limite in- 
feriore. 

Veduto questo, osserviamo che essendo la f(xy) — P^{xy) funzione ra- 
zionale, e quindi continua, dei parametri p, la \ f {x y) — P^ {x y)\ sarà essa 
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pure funzione continua di tali parametri. Ne segue che anche w^p,,|>,,...,pj^) 
sarà funzione continua dei parametri p : infatti per la continuità di 
\f(xy) — P{xy)\j potrà definirsi intorno a ciascun punto (p,, p,,.--» Pk) un 
campo ad N dimensioni nei quale la \f{xtf) — P„ {x y) \ faccia un'oscillazione 
minore di e; in tale campo la m(pi, Pa,.-» Pv) farà certamente un'oscilla- 
zione minore di e: dunque la w(j>, ,..., pit) è continua. Se ne deduce che 
il limite inferiore ^ di m(pi,..., p^) in JB* è un mìnimo. 

Ciò significa che esiste per i parametri p, un sistema di valori Tr»,..., Ky^ 
tale che sia, posto n„ (a? y) = tt, a?" + t:, y" H f- "j^» 

\f{xy) — U,{xy)\^lL 

in tutto A. 

Risulta cosi dimostrata l'esistenza di almeno un polinomio d' approssimar 
zione di grado n : n„ {x y) (*). 

Risulta anche che, se si suppone che in A^ f{xy) non coincida con un 
polinomio di grado », p. è certamente maggiore di zero, perchè, nel caso op- 
posto, dovendo sempre essere p.^0, sarebbe f{xy) = n^{xy) in tutto Aj 
contro il supposto. 

6. Veniamo ora a dimostrare alcune proprietà dei polinomi d'appros- ' 
simazione. 

Dimostriamo dapprima che 

se n^ {x y) è un polinoìnio d'approssimazione di grado n di f{x y) (in un 
dato campo -4), e n^ [x y), dove e è una costante, è un polinofnio d'approssi- 
mcusione, dello stesso grado n, di cf{xy). 

Sia, infatti, fi il massimo di \f{xy) — u„{xy)\ nel campo A: avremo, 
in tutto il detto campo, 

\f{^y)—^n{xy)\i^li. e quindi \cf{xy) — cn,{xy)\^\c\iL. 

Basterà provare che non può esistere un polinomio di grado n, P« {x y\ 
tale che, in tutto A, sia 

\cf{xy)-P^{xy)\^^' 
con pf <i\c\}L. Supponiamo, perciò, che un tal polinomio esista: avremo 



(*) Questa dimostrazione è uguale a quella che il Borel dà, nel suo libro citato, per le 
funzioni di una variabile. 
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^1* 



^W<^' 



allora 

c 

fi-»)- ^^ 

il che contraddice all'ipotesi che n^ {x y) sia polinomio d'approssimazione di 

7. Se u^{xy) è un polinomio d'approssimazione di grado n di f{xy) 
nel campo che si considera, e P^ {x y) è un polinomio qualunque di grado n, 
n« {x y) + P, {x y) è un polinomio d'approssimazione, dello stesso grado », di 

f(xy) + PAxy). 

Essendo, infatti, [x il massimo di \f{xy) — n^{xy)\ nel campo detto, 
avremo, in tutto questo campo, 

\f{xy)-ih{xy)\^l^equmdi\{f{xtj) + F^{xy))-{u„{xy) + P^{xy))\^lL. 

Basterà ora provare che non può esistere un polinomio di grado n, 
Pn (^ y)^ tale che in tutto il campo considerato sia 

\{f{xy) + PAxy))-PA^y)\^l-' 
con [a'<P'. Supponiamo perciò che il polinomio P, (xy) esista: avremo allora 

\f{xy) - (P. {xy)-P^ (xy)) \^^, 

PnK^y)^PnK^y) è un polinomio di grado n, dunque tale disuguaglianza 
contraddice all'ipotesi che U^ (xy) sia polinomio d'approssimazione di grado n 
di f(xy\ 

Osservazione. Non devesi però credere che, in generale, la somma di due 
polinomi d'approssimazione di grado n di due funzioni continue sia sempre 
un polinomio d'approssimazione della somma di queste due funzioni. 

8. Detto u. il massimo di \f{xy) — n„ (x y) \ in tutto A, è in tal campo 

\f{xy)--U,{xy)\^lL; 

in A poi esisterà ahiieno un punto (a;, y) in cui è \f{xy) — u^(x y)\=iL. 
Ma si può dire di più: esistono certamente, in A, due punti, {x\ y') e 
{^\ y")^ ^^^ quaH è 

f{x\ y') - ìK K y) = .-., f{x\ y") - II. {x\ y*') = - p. 
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Supponiamo, infatti, che ciò non sia. Esistendo certamente un punto 
{xy) in cui è \f{xy) — u^{xy)\ = fLy avremo in tal punto 

f{xy) — n,(xy)=fA oppure f{xy) — n^(xy)==—iL., 

Consideriamo il primo caso. Sia [tf il minimo di f{xy) — n^{xy) in A; 

sarà 

— p. < p.' < [A 



(naturalmente si suppone che in Af{xy) non coincida con alcun polinomio 
di grado w). Consideriamo, allora, il polinomio di grado n 



». i»' 1/; -t- — 2^ • 



In tutto A, il massimo di 



no:y)-[n,{xy) + ^^] 



è uguale a p — ^— 1^<", ed il minimo a l^' ~(h > — !^- E, poiché è 



u-^-t. = -{^^'-t+Éy è in tutto A 



il che contraddice all'ipotesi che n. {x y) sia polinomio d'approssimazione di 
grado n di f{xy). 

Analogamente se in (a?, y) fosse ^(a^y) — n„(a5^) = — (x. Si conclude 
perciò che il massimo il di \f{xy) — n^(ajy)| è uguale tanto al massimo 
quanto al valore assoluto del miniano di f{xy) — ll^{xy). 

9. Sia E l'insieme dei punti {x y) di A soddisfacenti alla condizione 

\f{xy) — n^{xy)\ = iL, 

ed s un numero -|=0 ed avente segno contrario a quello della differenza 

fi'^y y)—^K(^y y)' Dimostriamo allora che 

condizione necessaria e sufficiente affinchè n. {x y) sia un polinomio d'ap- 
prossimazione di grado n di f(x y) in A, è che , non si possano trovare 
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-{"r) 



contemporanea/mente un sistetna di N= i ^ ) nutneri 

e un sisteìna di valori 8, soddisfacenti tutti alla condizione S>>|«|>>«>0, 
tali che sia su tutto E, 

p, x" +p, y" H \-Pn = s (*). (1) 

La condizione è sufficiente. Supponiamo, infatti, che n^ {xy) non sia po- 
linomio d'approssimazione. Se n'^ (x y) è d'approssimazióne e [a' è il massimo 

di \f{^y) — ^n{^y)\ in A^ è [A'<f^, onde la differenza 



^n{xy) — n^{xy) 

risulta diversa da zero e di segno contrario a quello della differenza 

f(xy) — u^(xy). 

Ne segue che, per 

Pr=''^r T^r (*" = 1> 2,..., N) 



s-=l\,{xy) — U^{xy) (onde \l — \l ^\s\<i\i.) 

la (1) è verificata su tutto E. E ciò contro il supposto. 

La condizione è necessaria. Supponiamo, infatti, che esistano un sistema 

di valori «, soddisfacenti alla condizione iS^I^I^^^O, ed un sistema di 
valori p soddisfacenti su tutto E alla relazione 

Pi ocT + J»j y" H hl>jr = « ; (1) 

e consideriamo il polinomio di n*^ grado 

Pn (a? y) = Pi aJ" 4- Pi y" H hPir. 

Detto ft) un numero positivo, piccolo a piacere, consideriamo l'espressione 



f{^y)—\ ^n{xy) — iùP,{xy) 



(*) Questa proposizione trovasi anche nel citato lavoro del Kerchbbroer, ma solo per il 
caso in cui la funzione, che si vuol rappresentare approssimativamente, venga considerata 
solo in un namefo Anito di punti e non in tutto un campo. 
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Poiché, in tutto -4, fi^tf) — n^(a;y) e P^(xy) soiio funzioni continue, 
preso un numero positivo e minore tanto di f/. quanto di «, potremo sempre 
trovare un numero positivo S tale che, in ogni cerchio di raggio S (o parte 
di esso) contenuto in -4, le due funzioni continue dette oscillino per meno 
di e. Allora, in ogni cerchio (o parte di esso) di raggio S ed avente per 

centro un punto (oj, y) in cui è 

f{x, y) — n.(^, y) = f* 
avremo 

fx — e</(a? y) — n. (a? y) r^ |x 
e, per la (1), 

Cd (« — s)<id P, (a? jf)<« (« + e), 
ossia 

«(— S-e)<a>P.(a?y)<a)(-5 + e), 
onde 

l^ — t — z{S + t)<f{xy) — \n^{xif) — (àP,{xy)\<iL — <ù{8 — t); 



e, se 6> è stato preso minore di ^— — » 

0<f{xy) — ^n„{xy) — (ùP^{xy)\<if. — (ù(8 — z). 

Analogamente in ogni cerchio (o parte di esso) di raggio S ed avente 
per centro un punto (se, y) in cui è 

f{xy) — n,{xy) = — iL, 
avremo 

— |x + 0) (5 — £)< /^ (« y ) — j n, (a? y) — (u P, (« y) j < 0. 

Talché in ogni cerchio (o parte di esso) di raggio 8 e centro (^, y) tale 
che sia 

\f{xy) — njxy)\ = iL, 
e 

f{xy) — ] n. (a? y) — « P. (»y) <^ _ « (« _ ,). 
Ragionando ora in modo analogo a quanto si è fatto alla fine del ol 3 
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del § I, si vede che, in tutto A^ è 



f{xy) — \l\,{xy) — iAP,(xy) 



il che è assurdo essendo i\^{xy) un polinomio d'approssimazione. La pro- 
posizione è così completamente dimostrata. 
10. Dimostriamo ora che 
il nuìnero v dei punti di A in cui 

\f{xy) — n,{xy)\ 

raggiunge il su^ valore massimo |x, è maggiore di n+ 1. 
Supponiamo, infatti, che sia 

v^ n+ t. 
Siano 

i punti in quistione. Possiamo sempre supporre che le coordinate a;,, a?,,..., a% 
siano tutte distinte tra loro, giacché, se ciò non fosse, si potrebbe, con una 
conveniente rotazione degli assi x, y, ridursi a tal caso. Ed è evidente che, 
se n„{xy) è polinomio d'approssimazione di grado n di f{xy\ anche il tra- 
sformato di 11^ {x y)y mediante la trasformazione di coordinate dette, è poli- 
nomio d'approssimazione di grado n della trasformata di f{xy). 
Possiamo, adunque, supporre che sia 

^1 < ^i < • * • < ^» . 

In ogni intervallo x,....x^^ (r = 1, 2,..., v — 1) tale che fix^yr) — ^niXrVr) 
e /(aj^i, yr+i) — n«(a?^,, y^+i) abbiamo segni contrari, scegliamo un punto $, 
distinto tanto da x^ quanto da x^^t. Siano 

tali punti: avremo certamente v'^w. Consideriamo, allora, in tutto ^, il po- 
linomio di grado minore od eguale ad n 

Pn {xy)=^iù{x— ;,) (a; — $,)... (a? — ^v). 

Con un ragionamento analogo a quello usato da Borel nel libro già ci- 
tato (pag. 86) sì giunge facilmente a far vedere che, per un conveniente va- 
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lore di ai è, in tutto A, 

f{xy) — )^n„{xy) + P^{xy)^^ 



< !^' < P-» 



il che contraddice all'ipotesi che u^{xy) sia polinomio d'approssimazione. 
11. Rileviamo, ora, una notevole differenza esistente tra il caso di una 
sola variabile e quello di due. La differenza sta in ciò che, mentre tiel primo 
cdso vi è un solo polinomio d* approssimazione di grado dato per una fun- 
zione continua, nel secondo, invece, in generale ve ne soìw più e quindi infiniti. 
È chiaro che se ve ne sono due ve ne sono infiniti. 

Se n^ e n^ sono, infatti, due polinomi d'approssimazione dello stesso 
grado n, anche i polinomi 

n. + ìS. 3n. + n, 7n. + n. (o2-_ i)n, + ri^ 



2 4 8 2- 

sono tali, poiché, se in tutto A sono soddisfatte le disuguaglianze 

\f{xy) — Tì^{xy)\^\L, \f{xy) — n, {xy)\^ u, 

è anche soddisfatta l'altra 

(2--l)(/-n.) + (/^-Sj 



f(.,)- (^--')"-(|y)+".('») 



02" 



^-Jw.j(2"-l)l/'-n.| + !/'-n,lj 

A prova di quanto è detto sopra daremo, in ciò che segue, esempio di 
funzione f(xy) continua in un dato campo, e quivi ammettente più polinomi 
d'approssimazione dello stesso grado. 

12. Prima, però, di venire all'esempio annunciato faremo un'osser- 
vazione. 

Sia f{xy) una funzione finita e continua in un campo A; ^n{xy) sia 

poi un suo polinomio d'approssimazione di grado n. Detto y uno speciale 
valore di y appartenente ad -4, consideriamo la funzione delia sola varia- 
bile x: f{x, y). Essa, nel campo A, ammetterà un polinomio d'approssiiiìa- 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XV. 10 



74 Tortelli: I polinomi d'approssimazione di Tchébychev, 



zione di grado n : n„ (x) ; detto ^' il massimo di | / (a?, y) — n^ (x) \ in A, 
dico che è 



dove (X indica il massimo in A di \f{xy) — u„{xy)\. Infatti, se fosse P''>>(/., 
si avrebbe in tutto A 

\f{x, y) — n,{x, y)|^fx<u' 



ed allora n„ (x) non sarebbe più il polinomio d'approssimazione di grado n 

di f{x, y). 

Dunque, se P„ {x y) è un polinomio di grado n, il sapere che in tulio A è 

\f{xy) — P^{xy)\^\>.\ 

essendo \l il massimo di \f{xy) — n„ {x) \ in A (dove y appartiene ad A, e 
II„ (x) è il polinomio d'approssimazione di grado n di f{x, i/)), basta per con- 
cludere che P„{xy) è un polinomio d'approssimazione di grado n di f{xy). 
13. Premesso ciò, veniamo al nostro esempio. 
Sia f{x) una funzione finita e continua data in un intervallo (a, 6). n„ (x) 
sia il suo polinomio d'approssimazione di grado n, e p. il massimo di 
\Y{x)\ = \f(x) — n„{x)\ in (a, 6). Essendo y{x) = f{x) — n^(a;) una fun- 
zione finita e continua in (a, 6) potremo, prefissato un numero positivo 

£<;-!/» trovare un numero positivo S tale che, in ogni intervallo di am- 
piezza S di (a, 6), la Y compia un'oscillazione minore di e. Se, perciò, con- 
sideriamo tutti i possibili intervalli di ampiezza S ed aventi come punto di 

mezzo un punto di (a, 6) in cui è Y{x) = (se accadrà che uno di tali 

punti disti da a per meno di ^ » si considererà come estremo anteriore del 
relativo intervallo il punto a, sicché, in tal caso, l'intervallo avrà un'am- 
piezza minore di S; analogamente per 61, avremo, in ciascuno di essi, 

\Y{x)\<z. 

Dopo aver riunito in uno solo quegli intervalli che hanno almeno un 
punto in comune, ci troveremo ad avere, nell'intervallo (a, 6), degli intervalli 

K,K,.:,Kn (1) 

(*) È chiaro che in un estremo di uno di questi intervalli può essere Y(a) = solo se 
si tratta del punto a o del punto b. 
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in ciascuno dei quali è sempre Y(x)^<it. Siano a,, p,; a,, P,;...; a^, p^, 
gli estrenìi degli intervalli detti. 

In ciascuno degli intervalli rimanenti di (a, 6) avremo, sempre ' y(ir) >0, 
ossia sempre 

f (x) < li. (a?) oppure f {x) > n„ (x). 



Essendo la f{x) continua, potremo certamente trovare un S' tale che, in 
ogni intervallo d'ampiezza S' di (a, 6), la f{x) compia un'oscillazione minore 

di £. Preso allora un S" minore tanto di ^ quanto di ^^ » potremo da ogni 

intervallo S, di (1) staccare, a partire dai suoi estremi, due intervalli di am- 
piezza S", (a,., a'^), (P'^, p^). Da questa operazione escluderemo quei due in- 
tervalli di (1) che eventualmente avessero un estremo in a o in 6. I^er mag- 
gior chiarezza, questi due intervalli, ([ualora esistano, li chiameremo (i„, S,,; 
tutti gli altri di (1) li chiameremo 

S,, Sj,..., S.. (2) 



P a, cl\ P\ P, a. ol\ p', p, a 6 

Allora ogni intervallo (2) rimarrà diviso in tre: (a,, a\), (a',, p',), (p',, p,); 
nel primo e nel terzo sarà 

\f(x)^f(x')\<z, (■{) 

mentre poi, in tutto (a,, pj, sarà 

\Y(x)\ = \f(x)-iK(x)\<t. (4) 

Detto ciò, consideriamo, nel campo delle due variabili x ed y definito 
dalle disuguaglianze 

a^x^b, O^y^c, (5) 

il polinomio di grado w, n„ (a?), vale a dire il polinomio che p(»r ogni valore 
di y e uguale a u„{x). Costruito un polinomio di grado h— 1, P^_, (it% //), 
tale che in tutto il campo definito dalle (5) sia 

\yl\^A.xy)\<h 
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coasideriaino il polinomio di grado n (nel complesso delle variabili) 

Pn [^ y) = n, (x) + y P,_, (a?, y). 

Questo polinomio coincide, per i/ = 0, con n« (oj), ed è tale da rendere, 
in tutto il campo (5), soddisfatta la disuguaglianza 

\Pn{xy)-U^{x)\<z. (6) 

Ci proponiamo, ora, di costruire una funzione F{Xy y) continua in tutto 
il campo (5) e tale da ammettere, nello stesso campo, i polinomi ll„ («), 
Pn{x, y) come polinomi d'approssimazione di grado w. 

A tale scopo definiamo la F{xy) nel modo seguente: 
nel campo 

(ove p è l'estremo posteriore di S„) poniamo, se è /" ((i) <; ri, (fi), 

F(xy)^ n, {x) - j II. (x) - f{x) j oppure F(xy) = P, (a?y) - [ n, (x) - f{x) j 

a seconda che è 

n. (x) ^ P, {x y) oppure n„ (x) < P, {x y) ; 
poniamo invece, se è /" (P) >> n, (P), 



F{xy) = l\^{x) + j f{x) - n,(x) j oppure F{x y) = P, (a?i/) + 1 f{x) - u^{x) j 

a seconda che è 

il„ (a?) ^ P, (a? y) oppure ri, (a?) > P. (a? i/). 

Analogamente nel campo 

dove a è l'estremo anteriore di S^. 
Nel campo 



poniamo, se è f(x)<iu^(x\ 

F{xy) = n,(a;) - j II. {x) — f{x) j oppure F{xy) = P. (aJi/) - j n. {x) - f(x) j 
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a seconda che è 

\\.{x)^P,{xy) oppure n,{x)<P,{xy)\ 

poniamo invece, se è f{x)>\\^{x) 



F{xy) = n, {x) + ^^f (x) - n, (x) j oppure F{xy) = P. (a; y) + j f{x) - n, (x) j 

a seconda che è 

II, (x) ^ P, {x y) oppure n, (x) > P„ {x y). 

Analogamente nei campi 



Nei campi 



^,1^x^(1, Qi^y^c. 
<i\i^xi^^\, Qi^y^c 





a'.^a?^p'., O^y^c 


poniamo 


F{xy)-f{x). 


Nel campo 


a, -= 05 -= a', , -^ y -= e 


poniamo 




F{xy)- 


«1 «1 


Analogamente per 


i campi 


• 


a, -^ic-=^a,, 0-=^i/-^c 




p'.-^a5-^p., Q^y^c. 



(a) 



(6) 



(e) 

La F(xy) resta così definita in tutto il campo {h). 
Facciamo ora vedere che la F{xy) così definita è, in tutto (5), continua 
e tale da render soddisfatte le due disuguaglianze 

\F{xy)-n^{x)\^lL, \F{xy)-P^(xy)\^}L. (7) 
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Consideriamo dapprima il campo . 

e supponiamo che quivi sia : 

f{x)<u^{x) 

(è chiaro che se tale disuguaglianza è verificata in un punto del campo detto 
lo è anche in tutto il campo: infatti come già abbiamo osservato è, in (P, a»), 

sempre | Y(x)\> 0). Allora considerando un punto {x, y) del detto campo, 
potranno darsi tre casi. 

1.^ Sia li^{x)>P^{xy): per definizione abbiamo 



F{x, y) = n, {x) - n, {x) - f{x) =f(x\ 

e, poiché vi è tutto un intorno del punto (a?, y) in cui è n„ (a?) > P^ (a: y) (es- 
sendo queste funzioni continue), vi è tutto un intorno di (a?, y) in cui è 

F{xy) = f{x): 

in tale intorno la F{xy) è perciò continua (tale essendo la f{x)). 
Si ha poi 

\F{xy)^U„{x)\ = \f{x)-U^{x)\^l,., 
poiché in tutto (a, 6) é \f{x) — n„ {x)\^il per dato. È poi anche 
I F {X, y) -P^^,y)\ = \f {X) -P^{xy)\ = 



n^{x) - f{x) \-\n^{x)- P„ {x y) j 



<P'» 



poiché le due differenze u„{x) — f{x), U„{x) — P^{xy) sono ambedue posi- 
tive e minori rispettivamente di {a e e le<-F^) • 

2.^ Sia u^{x)<iP„{xy): abbiamo per definizione, 

F(xy) = P^{xy) - (II. {x)-f{x)); 

e poiché vi é tutto un intorno di {x, y) in cui é n. (x) <i P„ {x y), in tale in- 
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tomo sarà 

F{xy) = P^{xy) — \n„(x)-f {x) j ; 

ivi, perciò la F{xy) sarà continua. Avremo poi 

F{x, y) - n, (^) = I P, (xy) — n„ ^A~\ "" ^'>~f^^ \ ' 

e, poiché le differenze tra parentesi sono ambedue positive e minori rispet- 
tivamente di e e UL, 

\F{x, y) — n,(x)\<\L. 
Avremo anche 

; F {x, y) - P, {X, y)\ = \n^(^)-f (^) I ^ |x. 

3.^ Sia n, (x) = P^ (05, y). Preso un intorno di (a:, y) abbastanza pic- 
colo, potrà darsi che in tutti i punti di tale intorno sia sempre F{xy) = f{x) 

o sempre F{xy) = P^ (xy) — ! n„ (x) — f{x) [ : in tali casi la F {x y) sarà 

evidentemente continua in {xy)\ oppure potrà darsi che sia F(xy) = f{x) in 
tutti punti dell'intorno detto che stanno da una parte della curva algebrica 

n, (x) — P, {x y) = 0, la quale passa per (ic, y\ eF(xy) = P, (« y) — n, (x) — f{x) 

in tutti quelli che stanno dall'altra parte. Anche in quest'ultimo caso la F{xy) 
sarà evidentemente continua. È poi, poiché per definizione è F{x^y) = f{x\ 

\F{x,y) — n^{x) \ = \f{x) — u„{x)\^\L 

\F{x,y)-PAxy)\=\f{x)-U^(i^)\^^.. 

In tutti i casi esaminati abbiamo supposto f{x)<^T{^{x)\ se fosse 
/" (a?) > n„ (a?) non ci sarebbe che da ripetere gli stessi ragionamenti. 

Abbiamo così, in tutto il campo p^aj^a», 0:^1/:^ e, dimostrate le di- 
suguaglianze (7) e la continuftà della F{xy). 

Analogamente per i campi (a) e per 

a ^x^^y O^y ^c 
e 

oL^x^b^ O^y ^c. 
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Nei campi (6), essendo F{xy) = f{x) per definizione, la F(xy) è sempre 
continua. Ivi è anche (per le (4) e le (6)) 

i F{xy) -n^{x)\ = \ f{x) — n^ (x) |<e<pi 

I F{xy) — P^ ixy)\^\ f{x) - n, (a;) | + | n, (x) — PJa?) |<2 e<(A. 
Rimangono da esaminarsi i campi (e). In essi è, per definizione, 

F(xy) = ^K>y)-5K.y) (^ _ a.) + F („., y). (8) 



a — a 



Ora, per quanto abbiamo detto precedentemente, F(a„ y) e F(a'., y) 
sono funzioni continue di i/; ne segue che F{xy) è continua rispetto all'in- 
sieme delle due variabili. 

Facciamo vedere che anche nei campi (e) sono verificate le (7). Sia (a:, y) 

un punto del campo a, ^ a? ^ a'., ^ i/ ^ e. Il valore di F{x^ y) è, per la (8), 

compreso tra F(a,, y) e F(a'., j/) = /(0- Appartenendo a, al campo 
P,_i:^ic^a,, 0:^1/!^ e, è (per definizione), a seconda dei casi, 

^(«o ») = /(«.), oppure F(a„^) = P^(a.,^)- jn,(a.) — /(a.) j; 

è, perciò, sempre (per la (6)) 

l^(«.,»)-/^ («.)!<«. 

Segue anche (per la (3)) 

|F(«., y)-Fy^\, y)| = |F(a., ^)_/^(a'.)|^ 

:-|F(a., y)-/(a.)| + |/^(«,)-/^(a'.)|<2e. 

Si ha poi, per la (3) e la (4), 

|F(a'., ^)_n.(^)|=|/(a',)-n.(^)|^|/(a',)~/(^)|+l/(^)-n.(fl^)|<2£. 



(9) 



Da questa e dalla (9) si ha, poiché, come abbiamo osservato, F(a5, y) è 
compreso tra F(a., y) e F(a',, y)^ 



F(x, y) -n^{x)\^\ F(x, y) -F{ol\, y)\ + \ F(«'„ y) - n, {x) |<4f <fi. 

È poi, per la (6), 

\F{x, y) — P,{x, y)\<òz<iL. 
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Avendo così dimostrato che la F{xy) è contìnua nei vari campi (com- 
presi i contorni) in cui abbiamo diviso il campo totale (5), risulta che detta 
funzione è continua in tutto il campo (5). 

Resta, dunque, completamente provato che, in tutto il campo (5), la F{x, y) 
è continua e soddisfa alle disuguaglianze (7). 

Per y = avremo perciò, in tutto (a, 6), 

con F{x^ 0) funzione continua di x. Ora, dalla definizione di F(x^ y), rica- 
viamo che F{x, 0) è uguale a f(x) in tutto (a, 6) eccettuati i tratti (a., a,), 
(P'o P.)» tiei quali invece è, rispettivamente, 

F (x, 0) = (i'^fl^''> {X >- a.) + / (oc,), F {X, 0) = f-^^-^^^ {x - r,) + m'.) 

(ciò perchè è P, (a:, 0) = u„{x)). Ne segue che F{x, 0) e f{x) differiscano tra 
loro solo in tratti in cui è verificata la (4) 



\f(x) — nAx)\<t, 
e, perciò, che, dove è 

f{x)-UAx) = ±lL, 

è anche 

F{x, 0)~n,(aj) = ±:pi 

con perfetta corrispondenza di segni. 

Ora, essendo, per dato, n„ {x) il poUnomio d'approssimazione di grado n 
di f{x) in (a, 6), per il n. 6 del § I esisteranno almeno w + 2 punti x,. 



{Xi ^ a, a?„4.j ^ 6) tali che sia 

/^(a5.)-n.(aj..) = (-l)> (r=l, 2,..., n + 2), 

dove è I p. I = (x. Ne segue, per quanto è detto sopra, 

F{x^, 0)-n, (05.) = (-!)> (r=1, 2,..., n + 2). 
E poiché, in tutto (a, 6), è 
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per lo stesso n. 6 sopi*a ricordato, avremo chie n« (x) è il polinòmio d'ap- 
prossimazione di grado n di F(a?, 0) in {a^ 6). Essendo poi, in tutto il campo 

\F{xy)-lvAx)\^iL, 

si conclude, per l'osservazione del n. 12 di questo paragrafo, che n„ (oj), in 
tutto il campo detto, è un polinomio d'approssimazione di grado n di F(xy), 
Parimenti, essendo, in tutto il campo ai^x-^h^ O^y-^c^ 

\F(xy) — P„{xy)\^\»^, . ^ 

e P^ (a?, 0) = il„ (x\ è pure P„ {x y) un polinomio d'approssimazione di grado w 
di F{xy). 

Abbiamo così dato esempio di una funzione F{xy), finita e continua in 
tutto un campo, la quale ammette due (e quindi infiniti) polinomi d'appros- 
simazione di grado n. 

14. Per gli infiniti polinomi d'approssimazione di grado n di una fun- 
zione continua f{xy) possiamo dimostrare la seguente proposizione: 

esistono, nel campo considerato A, almeno n + 2 punti 

tali che in essi tutti i polinomi d' approssimazione di grado n della f(xy) as- 
sumono i valori 

doi^e è 



Dimostriamo, dapprima, la cosa per un numero finito m di polinomi di 
approssimazione di grado n. Detti 






tali polinomi, si ha subito che anche il polinomio 



. ., . » 

m 
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è d'approssimazione : è, infatti, 



fi^y) — 



m 



(m) 

n 



I f(xy) - Il<i> \-^\f{xy)- UT \ + ... + \f(xy)- 11^ 1 



m 



e, perciò, 






+ iir ^w(^. 



tie 



m ^' 



Ne segue, per la proposizione del n. 10, che 



fip^y) — 



UT + n<;> + . . . -f ur^ 



m 



raggiunge il suo massimo valore in almeno h + 2 punti. Ma, se in un punto 
(5, y) è 






t/j. 



è anche 



f(x, y)-nV{x, y) = \L (r=l, 2,..., m); 



ed, analogamente, se in (j?, //) è 



f(x,y)-^ 



n^ (uc5, i/) 



11?^ (a?, i/) 



IH 



.^■1 



è anche 



f(x, y)-\VV(x\ y)^--u. (r=l, 2,..., m). 



Ne segue clie nei punti (j\ y) è 

IJ*i> (X, y) = \VV (X, ^) = . . . = ur (X, ^) = f{x, y) - (/, 



ed in quelli (x, //) 



ll'r {X, y) = WV (X, y) 



ur(x, y)^f(x, y) :-iL. 



Essendo i numeri {x, y)^ (a?, y) in numero, almeno, di n-\'% la propo- 
sizione è dimostrata per gli m polinomi considerati. 
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Veniamo, ora, a dimostrarla per tutti i polinomi d'approssimazione di uno 
stesso grado. Consideriamo, dapprima, il caso che fra tali polinomi ne esista 
almeno uno u^{xy) tale che l'eguaglianza 



f{xy) — n,{xy) 

sia soddisfatta solo in un numero finito di punti di A. Detti 

(x,, y,\ (i»,, y,),..., {x^, y^) (m^M + 2) 

tali punti, sia 

f{Xr, y,) — nAx,, yr) = V'r (r = 1, 2,..., m) 

dove è I (7 ,. I = f/. Supponendo, allora, che la proposizione enunciata non sia 
vera, sarà possibile scegliere un polinomio d'approssimazione di grado w: 
ii^l\ tale che sia 

f{Xr, yr) — ^^n {Xr, V r) '-^ Pv, 

e ciò per almeno m — (n+ i) valori di r. Ne segue che questi polinomi n^;\ 
il cui numero è minore ed eguale ad w, ed il polinomio n^ ammettono, al 
massimo, n+l punti (a;,, y.) tali che sia 

f {x, , y.) — n, (aj. , y,) = {A, , f («. , y.) — ir^ (ac?. , y.) = (a. 



e ciò contraddice a quanto si è dimostrato più sopra. 

Consideriamo, in ultimo, il caso che tutti i polinomi d'approssimazione 
siano tali da rendere la 

\f{^y)-^K{xy)\ = ^L, (1) 

per qualsiasi polinomio d'approssimazione di grado n\ i\n{xy)^ soddisfatta 
sempre in infiniti punti. 

Diciamo E l'insieme dei punti di A in cui, per un dato polinomio d'ap- 
prossimazione n^{xy)^ è soddisfatta la (1) 

Essendo n^i^ e U^V due pohnomi d'approssimazione, anche " T^ — - è 

tale; i punti dell'insieme E relativo a quest'ultimo polinomio (punti che per 
ipotesi sono in numero infinito) cadono sulla curva algebrica di ordine n: 

rri' (X y) — n<i> {X y) = 0. 
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Indichiamo con 

0. = 0, •C,=0,..., a = 0, (2) 

le curve algebriche irriducibili che fanno parte della n^i^ — n^i^ = 0, e che con- 
tengono ciascuna infiniti punti dell'insieme E relativo a * ^ — - ; è, eviden- 
temente, r ^n. Per brevità diremo che il sistema (2) è relativo a n^lK Dico, 
allora, che vi è almeno una curva 

di (2) che appartiene a tutti i sistemi (2) relativi ai polinomi d'approssima- 
zione di grado n di f{xy). Supponiamo, infatti, che ciò non sia; per ogni 
curva C, di (2) scegliamo un polinomio d'approssimazione tale che al si- 
stema (2) relativo ad esso non appartenga la C,. I polinomi così scelti sono in 
numero di r^ con Vi^r^n; la loro somma, aumentata di u^n+ll^n e di- 
visa poi per ri + 2, è pure un polinomio d'approssimazione n, , il quale, per 
l'ipotesi ammessa, dovrà ammettere un insieme E composto di infiniti punti. 
Tale insieme deve, evidentemente, appartenere a tutti gli insiemi E rela- 
tivi ai polinomi componenti n^, e quindi a tutti gH insiemi E relativi a 

— ^^-^ — -y "~^~é — ~' "Ne segue che il sistema (2) relativo a n^ deve ap- 
partenere a tutti i sistemi (2) relativi ai polinomi componenti n^: ciò è im- 
possibile per il modo con cui tali polinomi furono scelti. 

Resta dunque provato che esiste almeno una curva C, = che appar- 
tiene a tutti i sistemi (2) relativi ai polinomi d'approssimazione. Lungo la 
curva C, tutti i polinomi d'approssimazione coincidono con n^i^; e poiché 
tale curva contiene infiniti punti {x^ifr) in cui è 

n<i> {x^ y^) = f {x^ y^) -h^., I f^. i = fi, 
esistono infiniti punti (x^yr) in cui la 

^n{Xryr) = f {Xr yr) + l'-r 

è soddisfatta per qualsiasi polinomio d'approssimazione di grado n di f{xy). 
La proposizione è così pienamente dimostrata. 

15. L'insieme di tutti i polinomi d\appro88Ììnazione di uno stesso grado 
di una funzione continua f{xy) {data in un certo campo A) costituisce una 
varietà di funzioni egualmente continue. 
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Infatti, poiché tutti i polinomi d'approssimazione di uno stesso grado h 
devono soddisfare, in tutto Ay alla condizione 

\f{xy) — n„{xy)\^fx, 

ne viene che tali polinomi sono, in tutto A, compresi tra i limiti finiti 3/ + p. 
e — (il/-f-|y.)> dove M indica il massimo valore di \f{xy)\ in A. Ne segue, 
per il n. 2, che i polinomi detti costituiscono una varietà di funzioni egual- 
mente continue. 

Risulta allora (*) che esistono, per la varietà dei polinomi d'approssima- 
zione di grado n della f(xy\ una funzione limite superiore U{xy) ed una 
limile inferiore V{xy)^ ambedue continua. Tutti i polinomi d'approssimazione 
detti saranno, in A^ compresi tra queste due funzioni, e sarà, evidentemente, 
in tutto il campo considerato, 

- 1 

' \f{xy)—V(xy)\^\f., \f{xy)—V(xy)\:^\t., 

donde 

\V{xy)-V{xy)\^<ÌV., 

Di più (n. 14) le funzioni U{xy) e V{xy) in almeno n + 2 punti di A 
coincideranno assumendo i valori 



i^i I = I K« I = • • • = I f«+« I = K- 

Si può anche osservare che i polinomi d'approssimazione di grado n di 
f{xy) riempiono completamente, in J, tutto lo spazio compreso tra U{xy) 
e V{x y\ poiché per un punto qualunque interno a tale spazio passa sempre 

un polinomio d'approssimazione. Per vedere ciò, indichiamo con (a?, y, z) un 
punto interno allo spazio considerato: sarà 

V{x, y)<z<U{x, y). 

Per la definizione stessa delle funzioni U(xy) e F(a5 2/), esisteranno cer- 
tamente due numeri z^ e z^, soddisfacenti alle disuguaglianze 



V(x, y)^z,<z<z^:^ U{x, y\ 



(*) C. Arzelà, luogo citato, n. 5. 
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e tali che esistano due polinomi d'approssimazione di gradò n che soddisfino 
alle uguaglianze 

n^r {x, y) = z,, n':> {x, y) = z, . 
Consideriamo allora il polinomio di grado n 



(z - z,) n<;> {X y) + {z, - z) n<i> {x y) 



z^ — z, 



(t) 



il quale nel punto {x y) ammette il valore z. È 

(i- z,) {f{x y) - n<r {x y) ]\ + \{z , -7)\f{xy)- n^i> (x y) | 

Zi — z, 



^''y 



dunque anche (1) è polinomio d'approssimazione. Resta così provata l'esi- 
stenza di un polinomio d'approssimazione di grado h, il quale in (a?, y) as- 
sume, il valore z. 

16. È evidente che nel caso in cui v'è un solo polinomio d'approssi- 
mazione di grado n ìÌì f{xy)\li„(xy)^ è 

U{xy) = n,(xy)— V(xy). 

Viceversa, se in tutto -4 è 

U{xy)=V{xy), (1) 



* ■ 



esiste un sol poHnomio d'approssimazione n^ipay)^ ed è 

n„ (x y)=U{xy)=V(x y). 

Anzi, per questo non è necessario che la (i) sia verificata in tutto A: 
basta che lo sia in una parte, comunque piccola, di ^4; o meglio, basta che 

lo sia in I T^ punti che non giacciano tutti sopra una medesima curva 

algebrica di ordine n: infatti, in tale ipotesi, tutti i polinomi d'approssima- 
zione, assumendo in tali punti gli stessi valori, risulterebbero identici. 
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17. Possiamo osservare che, se, per ogni polinomio d'approssimazione 
di grado n, si ha che i punti di -4 in cui è 

\n^y)-^n{xy)\=^^ (1) 

sono tali da poter trovare, nel caso in cui il numero di essi sia v < 1 'T ) » 
nella matrice 

^2 9 y% j ^i 2/2 » • • • 9 •*^2 9 y^ j 1 



^V » 2/v 9 ^V ?/v J • • • ? ^V 9 ?/v » ^ 



(che è la matrice del sistema P„ (a;,. 1/..) = 0, (r = l, 2,..., v) dove, come al 
solito, P, {xy) indica un polinomio di grado n e {x^, jfr) (r = 1, 2,..., v) sono 
i punti di A nei quali è verificata la (1)) almeno un determinante di or- 
dine V diverso da zero, e, nel caso in cui sia v ^ j j 1 nella stessa ma- 
trice, almeno un determinante di ordine I 'T j pure diverso da zero, allora 

esiste, in A, un solo polinomio d'approssimazione di grado n della funzione 
considerata. 

Per vedere ciò, mostriamo che, nelle ipotesi poste, il numero v non può 

essere minore di 1 ^ 1 . Considerando nel sistema 

Pi x1 +p, 1/7 H \-py^tX, +PK-.1 yi +Pn= it-i 

Pi x'ì 4-P2 2/? H hPif-2 a?« +Pn-i 2/2 + Pj^ = (^2 



p, ajj + P2 «/J H h Pj^-2 .^v + Pn^i y^ + PN= !^» , 

dove è iV=(''+^) e 

(Av = /• (i»v y,) — n^ {Xf t/v), 

le p come incognite, il sistema scritto è, per le ipolesi fatte, certamente pos- 
sibile. È dunque possibile costruire un polinomio di grado n tale che sia 

^-(a5r»r) = K. {r = h 2,..., v). 
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Ripetendo allora il ragionamento fatto al n. 2 del § 1, si vede ciie, per 
un valore conveniente di «, è, in tutto A, 



fixy)~^^n„{xy)-{-oiPJxy)^ 



<{*' 



con {*'<(*, il che contraddice all'ipotesi che n„{xy) sia pohnomio d'appros- 
simazione. 

Stabilito questo, supponiamo che esistano per la f{xy) due polinomi 

d'approssimazione di grado n: xi„{xy) e iì,(xy). Siccome anche -^^- — '^ri- 



sulta poUnomio d'approssimazione, la 



2 



;r(^^)_ILLÌ^l)+iU^ 



= f- 



deve essere soddisfatta in almeno N=\" L ] punti tali che sia 



'n + 2' 



D = 



^1 > 2m > • • • » ^l ì Hi ì 1 
*^ j ?/*i > • • • > '^i y ìfi j ^ 



=1=0. 



E, poiché in tali punti deve essere 

f^^y)-'L(^^yy+JLL(^^f^a:y)-n,{xy) = f{xy)-n,{xy), 



si ha che n^ (x y) e n^ {x y) assumono lo stesso valore in almeno n punti a 
determinante D diverso da zero. Ciò porta 

^.{xy) = U„{xy). 

18. Dimostriamo ora la seguente proposizione : 
data^ in un campo A, una funzione f{xy) continua, e preso un numero 
positivo Yi, piccolo a piacere, si può sempre trovare un numero positivo e tale 
che, per ogni polinoìnio d'approssimazione ll\ {x y) di grado n di una qual- 
siasi funzione continua g{xy), soddisfacente, in tutto A, alla condizione 
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esista sempre un poUnoìnio d'approssimazione (dello stesso grado n), II„ {x y)j 
di f(xy), chs soddisfi, in tutto A, alla disugtMgìianza 



\nA^y)-^'A^y)\<'^n 

Supponiamo che la proposizione enunciata non sia vera. Allora, presa 
una successione di numeri positivi, decrescenti e tendenti a zero, 

per ogni e^ di tale successione si potrà sempre trovare una funzione con- 
tinua g^ (x y\ soddisfacente, in tutto A^ alla condizione 

e tale che, per almeno uno dei suoi polinomi di approssimazione di grado ni 

WZ^ (x y)^ non esista corrispondentemente .un poHnomio d'approssimazione 
dello stesso grado, ^\n{xy\ di f(xy) tale che sia, in tutto -4, 

I n„ (i» 1/) — n<:> (aj t/) |< T). 

Detto fx il massimo di 

\f{xy) — l\„{xy)\ 
in A^ dalla 

! 9^ (^ 1/) — n„ (a? y) ! r^ ! g^ (x y) — f{x y)\ + \f{xy) — n, {xy)\<u + e^ 

si trae 

1 9^ {xy) — U^7^ {^y)\< l^+^m, 
e perciò 

I f{xy)-n':' {^y)\^ fixy) -g^{xy)\ + ]g^ (xy) - flr (xy) \ 

\f(xy)-nr{xy)\<iL + <ìz^, (2) 

la quale sarà soddisfatta in tutto A. 
Considerando allora la successione 

n'l'{xy\ U'i^ixy),..., n^Cajy),..., (3) 



(*) Questa proposizione, nel caso delle funzioni di una sola variabile, coincide con quella 
data al n. 7 del primo paragrafo. 
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si ha, per la (2), che per ogni valore di m è, in tutto A^ 

vale a dire, in tutto A, 

\T\r{x'y)..<M + iL-\~'2t,, 

essendo M il massimo di \f(xy)\ in A. I polinomi (3), essendo così tutti 
compresi tra due limiti finiti, costituiscono (n. 2) una successione di fun- 
zioni egualmente continue, ed ammettono perciò (*) almeno una funzione li- 
mite, la quale, per il n. 3, non è altro che un polinomio di grado n. Sia 
P^{xy) un polinomio di grado n funzione limite di (3): dimostriamo die, 
in tutto -4, è 

\f(xy)-P^(:xy)\^Y,. 

Supponiamo che ciò non sia; allora, detto ^' il massimo di 

\f{xy)-P^{xy)\ 

in A^ avremo ^'>:^ e, per essere la (1) composta di numeri positivi tendenti 
a zero, potremo sempre trovare un m tale che, per ogni m > m, sia 



Ne segue che, per ogni iw>m, è in forza della (2), in tutto A^ 

\f{xy)-U^:^(xy)\<iL+^-^ = ^''-^^^^^ 



onde, per essere P„ {x y) funzione limite di (3), 

y.'> ^--L ) ^''> '' tìiassinio di 
\f{xy)-PAxy)\. 



(•) Arzelà, luogo citato, n. 3. 
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Si conclude, perciò, che P„ (x y) è un polinomio d'approssimazione di 
grado n di f{xy): 

Pn (35 y) = n. {x y). 

Dalla delìnizione di funzione limile di una varietà di funzioni egualmente 
continue segue, allora, che in (3) vi sono infiniti polinomi i quali, in tutto A^ 
appartengono alllntorno 

\y„{xy) — n, \\,{xy)+r,, 

vale a dire, che in (3) vi sono infiniti polinomi che in tutto A soddisfano 
alla condizione 

n„{xy) — \Ì'Z'(xy)\<y\\ 



e CIÒ contraddice all'ipotesi fatta. 

La proposizione è così dimostrata. 

19. Anche qui, nel caso di due variahili, il problema della determina- 
zione di un polinomio d'approssimazione di una data funzione continua 
f(xy) si riconduce (mediante la proposizione dimostrata al numero prece- 
dente) al caso particolare in cui la f{xy) detta sia una funzione razionale 
intera. E ciò nel senso che il saper calcolare un i)oÌinomio d' approssif nazione 
di dato grado n di una qualunque funzione razioìiale intera porta che si sappia 
calcolare^ con quelV approssiìnazione che si vuole, un polinomio d' approssimar 
zione dello stesso grado n di una qualsiasi funzioìie continua. 

Infatti, detta f{xy) la funzione continua e preso un numero positivo tj, 
piccolo a piacere, si può sempre prendere (per il numero precedente) un 
numero e, positivo, in modo che, essendo n'„ (x y) un polinomio d'approssi- 
mazione di grado n della funzione continua g{xy), soddisfacente, in tutto 
il campo che si considera, alla condizione 

si possa poi sempre trovare un polinomio d'approssimazione di grado n della 
f{xy) tale che sia, in tutto il campo detto, 

\U^{xy) — \l\^{xy)\<r,. 

Si conclude che se, in forza deh'estensione a due variabili del teorema 
di VVeierstrass ricordato al n. 8 del primo paragrafo, si prende per funzione 
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UiJ^yì mi iHiiinoinio P„(x//), e per questo si r-alcola un polinomio d'appros- 
simazione di grado », II. (j;i/), questo polinomio rappresenta a meno di ^ 
un polinomio d'approssimazione di grado n di ftxy). 

In quanto poi alla determinazione di un polinomio d'approssimazione di 
una funzione razionale intera, non possiamo qui dare un metodo algebrico 
analogo a quello dato, per il caso di una sola variabile, al n. ^* del i^ l; e 
cift perchè il teorema del n. 14 non riesce a darci un numero di equazioni 
algebriche uguale alla differenza tra il numero delle incognite e quello delle 
dimensioni dello spazio dei poUnomi d'approssimazione (del grado che si 
considera) della funzione data. Dovremo perciò, in generale, determinare i 
punti di massimo e di minimo della funzione razionale intera f(xy) — P.lxy] 
(dove P,[xyì è il polinomio generale di grado »), e ciò si farà algebrica- 
mente: poi trovare il massimo dei moduli dei valori che la f {x y) ^ P, {x y) 
assume in tali punti, ed, infine, determinare i valori dei coefìcienti di P,{x^) 
per i quali tal massimo raggiunge ìl suo minimo valore. 

"20. Analogamente a (]uanto si è detto al n. 9 del § 1, possiamo dire 
che ìl numero ■-,, che dà il massimo di \f{xy) ~ tt,{xy)\ in A,è una fun- 
zione di H univoca, sempre positiva o nulla (sempre positiva se f(xy) non 
coincide in A con un polinomio), e sempre non crescente (per la delinizione 
stessa di polinomio d'approssimazione di grado dato). Ne segue che p.. tende 
ad un Hmite \ che il noto teorema di Weiehstrass sulla rappresentazione 
delle funzioni continue mostra essere uguale allo zero. 

Anche il grado m. di u.{xy) è una funzione univoca di n; ed è anche 
una funzione sempre non decrescente. Se f(xy) non coincide in A con un 
polinomio, il limite zero, a cui tende ^. al crescere indefinito di n, non può 
essere un minimo per y.., talché, al crescere indefinito di m, fi. assume cer- 
tamente infiniti valori distinti. E poiché dalla disuguaglianza [*, -^I=ft, segue 
l'altra m, ^|=m„ si conclude che >». , al crescere indefinito di n, assume in- 
tìniti valori, vale a dire (poiché tali valori differiscono tra loro almeno di 
un'unità) che >w. tende all'intinito. 

Consideriamo, ora, la serie di polinomi 



n,{xy)-h{U.(xy)~llJxy))- 



~ifK{xy)-lì,_.{xy))- 



(1) 



dove n.{xy) è un polinomio d'approssimazione di grado n di f[xy). Si ha 
subito, per quanto è detto sopra, che la serie scritta converge uniformemente, 
in tutto A, verso f{xy). DÌ serie come la (1) (ossia di sviluppi di Tchebv- 
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GHBv) (*) per una data funzione continua f{xy) (data, in un determinato 
campo A) ne esiste sempre almeno una ; in generale, però, ne esistono infi- 
nite. Tutte queste serie di TcHEBycHBV godono della proprietà di dare, fra 
tutte le serie di polinomi di grado successiixxmente crescente, uniformemente 
convergenti, in tutto A, verso la f{xy), la più rapida convergenza. 

Nel passaggio dal caso di una sola variabile a quello di due, la rappre- 
sentazione delle funzioni continue mediante serie di Tchebychev perde una 
proprietà importante: quella della univocità. 



(*) Li chiameremo cosi. 
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I polinomi d'approssimazione di Tchebychev. 



(Di Leonida Tonelli, a Bologna,) 



PARTE SECONDA 



I. 



. Ijliiai 



1. vJliiaiiiereiììo polhwmio trigonometrico [di due variabili) di ordine n 
la funzione 

ìt—r n 

2J, (iC 1^) — 21 21 (^*'» C'os r 0? cos sy + h^^ sin r x cos sy-r- 

+ a',., cos r X sin s y + 6',.. sin r a? sin « y) 

ove è sempre 6^-^^''- ^on facile computo si vede che il numero dei ter- 
mini di tale polinomio è u}i:uale a "ììv ■■\-^ìn |- I (naturalmente non si con- 
tano quei termini che contengono un seno con l'indice r od s nullo). Nel 
caso di una sola variahile si ha 

21„ {^) =^ «0 "!- ^1 cos a? -h 6, sin a? + • • • + a„ cos n x -\- b^ sin n a*, 

ed il numero dei termini è 2n-f-I. 

Evidentemente, un polinomio trigonometrico è una funzione ad un va- 
lore, finita, continua e derivabile in tutto il piano a?//, eccettuato l'elemento 
all'infinito di tal piano. Un polinomio trigonometrico ammette poi, rispetto 
ad x e ad f/, il periodo i2 -. 

2. Siccome in (juesta seconda parte noi consideriamo sempre funzioni 
anuìiettenti, rispetto ad ambedue le variabili x ed y, il periodo 2:;, sarà 
sufficiente considerare tali funzioni nel quadrato che ha i Iati passanti per 
i punti {x^ — -, y — 0), (77, 0), (0, — :r), (0, it). Il campo determinato da 
questo ({uadrato lo chiameremo A; i lati del quadralo che passano per i 

Aftnali ili Afatematicn, Serie III, Tomo XV. 13 
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punti (—7:, 0), (0, — -) li consideriamo appartenenti ad A; non così invece 
gli altri due. Dei vertici del quadrato solo (— ?:, — iz) si considererà appar- 
tenenti al campo A. 

X Con metodo perfettamente analogo a quello usato ai numeri 1, !2, 3 
del § II della prima parte, si dimostrano le proposizioni seguenti : 

I. / coefficienti di un polipwmio trigonometrico non possono, in modulo, 
superare un certo numero finito dipendente solo dalVordine e dal massimo 
modulo del polinomio stesso, 

II. Una varietà 

di polinomi trigonometrici di ordine n, tutti contenuti tra due limiti finiti, è 
una varietà di funzioni egualmente continue. 

III. Se si ha una varietà 



G~\^A^y)\ 



di polinomi trigonometrici di ordine n, tutti contenuti tra due limiti finiti, ogni 
funzione limite di tale varietà è un polinomio trigonometrico di ordine n. 

4. Dimostriamo per i polinomi trigonometrici di una sola variabile la 
seguente proposizione: 

Un polinomio trigonometrico di una variabile di ordine n ha, ìiel campo 
della variabile complessa, 2 n zeri non congrui tra loro rispetto al modulo 2 w. 

Vale a dire l'equazione 

ciò + ai cosa; + 6| sin x-] — • -{- a^ cos n x -\- b^ sin n x = (t) 

ha 2 n radici nel campo della variabile complessa compreso tra le parallele 
all'asse immaginario passanti per i punti (0, — x) e (0, tu); la prima delle 
quali si considera appartenente al campo, la seconda no. 

Per dimostrare la proposizione ricordiamo le due formole di Moivre 

cos nx = cos" X — I .^ I cos"' x sin* x-h\ , \ cos""* x sin* x 



nx = cos" ir — L-^ 1 cos" ^ x sin* ^ + 1 « 1 
sin H a; = I . j cos""^* x sin x — j « j cos""* x sin' ce -|- 1 ^ j 



cos""*^ X sin* X — 



Se, mediante queste formole, esprimiamo tutti i seni e coseni che figu- 
rano in (1) in funzione di senx e coi^x, e sostituiamo poi alle potenze pari 
di Qosx l'espressione relativa in funzione di sino?, otteniamo un'equazione 
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della forma 

Ao + Ai sin X -\- A^ s'm^ a? -p • • -r ^« siir x + x 

(2) 
+ cos ir (J5, ^- B, sin i» -1 h /?«_, sin*-* x) = ) 

(le due formole precedentemente ricordate mostrano che in ogni termine 
dello sviluppo di cosna?, o sin nx^ la somma degli esponenti di sino; e coso? 
è uguale ad n). Ponendo qui 

y = sin X, 

si ha che la (2) è equivalente al prodotto delle due equazioni 

A. + A.y + A.y' \ h A^y" ±^!l -y*{B, rfì,y + ... + B.., i/""») = 0, 

cioè a 

{Ao+A,y+A,y' + -+A„yy-{i—y'){B,+fì,y-] \-B„_,y-^)'=0. 

Quest'equazione ammette 2n radici, dunque la (2), ossia la (1), ammette, 
nel campo detto, 2» radici. 

Osservazioìie, — Da quanto precede risulta che 

il problema della determinazione degli zeri di un polinomio trigonometrico 
è, a meiw della risoluziotie dell'equazione in x 

y = sin Xy 
un problema algèbrico. 



II. 



t. Sia f(xy) una funzione reale delle variabili reali a? ed y ed ammet- 
tente, rispetto ad ambedue le variabili, il periodo ^n; essa poi sia finita, 
continua e ad un valore. 

La differenza 

Y{xy)=^f{xy)-2,^(xy), 

dove ^n{^y) è un polinomio trigonometrico d'ordine u, risulta, perciò, finita 
e continua; tale sarà anclie ' Y{xy)\ Ne segue clie i Y'\ raggiungerà, nel 
campo A di cui si 6 parlato al § 1, almeno una volta il suo massimo m^i\ 
il quale, al variare dei coefficienti di ^„{xy), varierà ed ammetterà un li- 
mite inferiore fx ^ 0. Se per i coefficienti di ^„ esiste un sistema di valori 
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{^r., Pro 3cV,, fi',,) tale die sia sempre 

f{xy)-TAxy)\^ , 
dove è 

H—r H 

Tn {X 2/) = 2 21 (^" ^^^ ** ^ ^^^ ** Il + P»^" • ^^'^ ^ ^ ^'^^^^ ** // + 

4- a'r* cos r x sin sì/-! ^'r. sin r a? sin s i/), 

diremo che T„(xy) è hm polinomio trigonometrico (V approssimazione di or- 
dina n della f{xy), 

2. Con ragionamento identico a quello usato al n. 5 del § II, P. P., 
si dimostra che 

esiste sempre almeno un polinomio trigoìwimtrico d'approssimazione di 
.ordine n per la f{xy). 

Si vede anche qui che, se f{xy) non coincido con un polinomio trigo- 
nometrico di ordine u, jx ò certamente maggiore di zero. 

3. Si dimostrano anche qui le proposizioni (vedi n} 6 e 7, § II, P. P.). 

I. Se T„(xy) è un polinomio trigononhelrico d'approssimazione di or- 
dine n di f{xy)^ cT„(xy) {dove e è tuia costante) è un polinomio trigonome- 
trico d'approssimazione, dello stesso ordine n, di cf{xy), 

II. Se T„ {x y) è un poliìiomio trigonometrico d'approssimazione di or- 
dine n di f(xy) e ^„{xy) è un jìolinomio trigonometrico di ordine n, 
T„ (xy) + 2^ (xy) è un polinomio trigonometrico d'approssimazione dello stesso 
ordine it, di f{xy)-\- Yà» (^ i/)- 



III. 



1. Limitandoci, in questo paragrafo, alle funzioni di una sola variabile, 
dimostriamo che 

per una funzione f{x), finita, continua {reale e ad un valore) ed ammet- 
tente il periodo 2 tt, esiste un solo polinomio trigoìwmetrico d'approssimazione 
di ordine n. 

Detto T^ {x) un polinomio trigonometrico d'approssimazione di ordine n 
di f{x)^ consideriamo la differenza 

f {X) - T„ {x) 

in tutto l'intervallo ( — t, 4-7t), estremi compresi. Per questa differenza po- 
tremo costruire gli intervalli L di cui si è parlato al n. 5 del § I (P. P.). 
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Siano essi in numero di p. Ricordiamo che, detti A' e A" gli insiemi dei 
punti di (—77, *) tali che sia in essi, rispettivamente, /"(a?) — T^ (a-) = -, 
f(x) — T, {x) = — (^- C^' essendo il massimo di \ f{x) — T„ (x) j), in ogni inter- 
vallo L cadono sempre punti dell'insieme A'-{-A\ In un intervallo L ca- 
dono poi solamente punti di A' o di A"; e, se in L, cadono punti di A' (o 
di A"), in 7^.1 e /vf i cadono punti di A" (o di A'}, Ricordiamo anche die i 
punti ; (che sono cpielli che dividono (— -, tu) negli intervalli L) distano dai 

3 

punti di yl' + yt" di almeno -^S, dove S è un numero positivo tale che, in 

ogni intervallo di ampiezza S di (— ", -), la funzione f(x)— T^{x) compie 
un'oscillazione minore di s<C q * 

Vogliamo ora dimostrare la disuguaglianza 

Supponiamo, infatti, clie sia j):^2 h 4- 1, e distinguiamo due casi. 

1.") sia p dispari. Indichiamo, allora, con ^Ip-iC**^) '^ polinomio trigo- 
ni" 

nometrico di ordine ' ^n die si annulla nei punti ;, , C^»--, ^p-i (*)• 

y _j {x) in (— -, -) si annulla solo nei punti l detti (ciò per il n. 4 del § I 

(P. S.) e perchè, non annullandosi in — ::, non può annullarsi neppure in ;;, 
causa la periodicità): ciò portii die y, (a?) camhia segno solo quando passa 

2 

da un intervallo L al successivo. Ne segue die, prendendo convenientemente 
il segno del moltiplicatore o, potremo far sì che w X . . {x) sia positivo negli 

intervalli L che contengono punti di A' e negativo negli altri. Negli intervalli 

(— -, $1 — S), (;i + S, ;, — S),..., (V2 + s, Vi " 5)» (^i>-i + ^' ^\ (1) 



(*) Questo polinomio si determinerà risolvendo il sistema 

^'o + «1 <'0S 5„ + ^ «in 5v + . . . -h «p-1 ft>s '^ -Ì3- 5v f &/i- 1 sin ^^ ^ ly - 

(v^l, ^,..., ;j-|) 
rispetto ad a^, a^, h^ «7>— i , '^;> i • I pnnli E,, H,,..., E^-i, i)otraiino sempre prendersi 

in modo che il sistema scritto ammetta per soluzione un sistema di valori non tutti nulli. 
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21p-t (^)» ^^^ potendo essere nullo, avrà (essendo funzione continua) un 

minimo valore assoluto a certamente diverso da zero. 

Poiché i punti ; distano da quelli di A' + A" di almeno -^5, ne segue 

che tutti jrli intervalli di ampiezza S ed aventi per punto di mezzo uno dei 
punti di A-r A", sono interamente contenuti negli intervalli (1). Si ha, perciò, 
che, in ogni intervallo di ampiezza S ed avente come punto di mezzo un 
punto di A\ è 



2 






dove .V indica il massimo modulo di 2p_t(«^). Ne segue che, se si prende 

U">i<C -w ' e, in tutto l'intervallo detto, 

0</-(x)-7'.(.r)-o.2:p-iH<!^--|«h 






' f{x) - j T„ {x) + i^2,^_,{x) I j < a. - I 0) I ^. 

Analogamente si vede che questa disuguaglianza è verificata anche in 
ogni intervallo di ampiezza S avente come punto di mezzo un punto di A". 
Ragionando ora in modo analogo a quanto si è fatto alla fine del n. 3 del 
§ 1 (P. P.) si vede che in tutto ( - ", ^) è 

I f{x) - j T, {X) + « 2p_, {X) j i < ,x', 

con ;y.'<Cp.; il che è assurdo perchè T„(x) è polinomio trigonometrico d'ap- 
prossimazione di ordine i/, e T„{x)-r-iù^ Ax) è ini polinomio trigonome- 

trico pure di ordine n. 

^/*) sia p pari. Gli intervalli iO, e //^, (che contengono, rispettivamente, 

i punti — t:, ~) non possono, allora, contenere punti di uno stesso insieme 

A' o A", Ne segue, per la periodicità, che - e - - non appartengono all'in- 

sieme -l' i .1". Sia e il valore di /"(-) — T„(~); sarà, naturalmente, IcKf^-. 

Sia poi (- fV, -) un tratto tale che in esso la f{x) — T^{x) faccia una 

\ì. — e ■ 

oscillazione minore di - .- • Detto 5 un numero positivo soddisfacente 
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alla condizione 

è evidente che nell'intervallo (:: — S, -) non può cadere alcun punto di 
A' -{-A". Consideriamo, allora, il polinomio trigonometrico di ordine ly che 

si annulla nei punti C, ^av? ^/.i» ^ — i (*)• Questo polinomio 21 ,, (i«^) è di 

ordine minore od uguale ad n, percliè, e:?$sendosi supposto p^^ln + 1 con p 

pari, deve essere p ^ 2 w. 

S 
2„ (i^) annullandosi solo nei punti $, , ;,.,..., ;^,_,, ^— * ^'^ (— "^ ^)» 

T 
cambia segno solo quando passa da un intervallo L al successivo e quando 

passa per il punto tt — - • Considerando Tinlervallo L,, limitato al punto 

^~T' possiamo, prendendo convenientemente il segno di w, far sì che 
0) 2 p {^) sia positivo negli intervalli L che contengono punti di A' e nega- 

tivo negli altri. 
Negli intervalli 

21 „ {x)y non potendo essere mai nullo, avrà un minimo valore assoluto <j >0. 

Negli intervalli (2) sarà imo poi anche completamente contenuti tutti gli 
intervalli di ampiezza S aventi come punto di mezzo un punto di A-\-A": 

ciò perchè ogni punto $ dista da quelli di A -^ A" almeno di ^^^^ y) S, ^ 

perchè in {r^—l^ -) non cade nessun punto di A-\-A\ Segue che, in ogni 
intervallo di ampiezza 5 ed avente come punto di mezzo un punto ^', è 

|oil<;<a)2;^ (ir)<|a)|il/ 



(*) Vedi nota pag. IK). 
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rlove M indica il massimo modulo di 2 « (^)\^ ossia, se si prende | w i <C 



/dove M indica il massimo modulo di 2 « (^)\ 



(A — e 



(! 



f{x)-\ n (a;) + 0) 2_p^ (OJ) |< j;. - I 0) I a, 

la (iiiale disuguaglianza si mostra subito esser valida anclie in ogni inter- 
vallo di ampiezza 5 avente per punto di mezzo un punto di A". Ciò porta, 
come nel caso precedente, all'assurdo. 

È così dimostrata in tutti i casi la disuguaglianza p>2w4-l. 

Facciamo, ora, vedere die esiste un sol polinomio trigonometrico d'or- 
dine n tale che per esso sia j>>!2w+ I. 

Esista, se è possibile, oltre T„ (x)^ un altro polinomio trigonoiìietrico di 
ordine w, 51»(*)' *^1^ ^*'^^ P^'' ^^^^^ ^^^ jj>2wH-l, Detto m il massimo di 
,f(x) — ^n{x)\ in ( — -, -), deve aversi m^ii (essendo T„{x) polinomio di 
approssimazione). 

Consideriamo, allora, gli intervalli L relativi alla differenza f{x) — 2« (^')- 
In ogiumo di essi ì f{x) — 2» (^) I raggiunge una volta almeno il suo massimo 

Scegliamo perciò in ogni L un punto in cui \f(x) — 2« (•*') I l'^'^gg'^*»©^ 
il valore in. 

Siano, tali punti, 

in essi la differenza f(x) — ^„ (x) assumerà i valori, qualora sia, per esempio, 

m, — in, w, — iM,... 
Considerando, allora, il polinomio trigonometrico d'ordine n 

% (x) -~ j f(x) -^ X. (^) I - ) /'(^) - ^" (^^) I ' 

avremo, essendo ;x -^ m, 

I„(>.)-:^0, Z'^(oi,)^(\ 2" («3)^0,... 
Dico che queste disuguaglianze portano airidentità 

^„ (X) £E 0. 
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Infatti, se ciò non fosse, il polinomio ^„(a?) avrebbe nell'intervallo (a,, 
a,) almeno un minimo, in (a., a/) almeno un massimo, in (a,, a,,) almeno 
un minimo, e così via; avrebbe cioè, nell'interno deirintervallo (— -, -), più 
(li p — 2>2w — 1 punti di massimo o di minimo. Ora osserviamo clie il 
numero ^; — 2 è maggiore di ^n nel caso di j>>2w+2, ed uguale a 2u 
nel caso di j> = 2w4-2. Ma, in quest'ultimo caso, osserveremmo die, per es- 
sere pari il numero />, è 

e, per la periodicità, 

con ay_, <C a,, <C «1 + 2 TU. Ne segue che in (a^_, , a, + 2 -) il polinomio 2J« (x) 
deve avere un altro minimo, il quale è certo distinto da tutti quelli già con- 
tati, perchè l'ultimo di questi si trova nell'intervallo (a^,_3, a^_,). Questo 
nuovo minimo cadrà o su («,_,, ") (- escluso), ed allora sarà interno a 
( — TZj -); oppure su (tt, aj +2-) ed allora, per la periodicità, ci dovrà essere 
in (-, a,) un altro punto di minimo. Ne segue che, se è j) = 2n + 2, oltre 
i p — 2 punti di minimo e massimo già contati, ve n'è in (tu, — ??) (primo 
estremo incluso, secondo escluso) certamente un altro. Si conclude, perciò, 

che 2" (^) ^^^ sempre in (,— w, tt) (secondo estremo escluso) un numero di 
massimi e minimi maggiore di 2 n. E ciò è assurdo perchè la derivata di 

2i„ (ip), essendo un polinomio trigonometrico di ordine w, non può avere che 
2h radici nell'intervallo detto (§ I, n. 4). 

E dunque 2'»(^)^^^ ^» perciò, 

5„ (x) = T„ (x). 

Risulta così completamente dimostratii l'unicità dei polinomi trigonome- 
trici d'approssimazione (*). 

2. Dalla dimostrazione precedente segue anche la proposizione: 

Comlizione necessaria e sufficiente affipichè un polinomio trigonometrico sia- 
polinomio (V approssimasione di ordine n è che il numero degli intervalli L 
relativi ad esso sia superiore a 2n-f- 1. 



(•) Questa dimostrazione è modellata su quella del Borel relativa ai polinomi aljrebrìci 
(vedi Ice. cit.). 
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Segue da ciò che neirinfervallo (-— -, -), " escluso, vi sono sempre 
2 w + 2 punti 

m 

tali che in essi la differenza f{x) — T„ (x) assuma, allernativamente, i valori 
u e — [x. Ciò è evidente nel caso che il numero degh L sia maggiore di 
2w-i-2. Se tal numero è uguale a ^n-\-% basta osservare che il punto - 
non può essere tale da rendere soddisfatta l'eguaglianza !/"(") — T„(^)\=l''ì 
perchè, allora, dovrebbe essere (per la periodicità) 

/ (- TT) - n (- t:) = /^(r) - T„ (::), 

il che è assurdo per essere il numero degli intervalli L pari. 

3. Con metodo identico a quello usato al n. 18 del § II (P. P.), si di- 
mostra anche qui la continuità della corrispondenza tra una funzione con- 
tinua a periodo Stt ed il suo polinomio trigonometrico d'approssimazione 
di ordhie dato. Si dimostra cioè che 

se T„{x) e T'„{x) sono i polinomi trigonometrici (V approssimazione di 
ordine n di due funzioni finite e confinue, a periodo 2-: f{x) e g(x); preso 
un numero r, positivo e piccolo a piacere, si può sempre trovare un numero 
positivo s tale che, per ogni funzione g{x) soddisfacente alla condizione 

\f{x)^g{x)\<z, 
sia 

\Tjx)-rAx)\<'fi. 

Ciò porta anche che, per un £ conveniente, i coefiìcienti corrispondenti 
di T„ (x) e T'„ {x) differiscono tra loro |)er meno di n, 

4. Nel caso in cui la funzione f(x) sia un polinomio trigonometrico, 
la determinazione del suo polinomio trigonometrico d'approssimazione di 
ordine dato si riconduce, analogamente a quanto si è detto al n. 8 del § I 
(P. P.), alla risoluzione di un sistema di 2(2n + 2) equazioni algebriche a 
2(2u-|-2) incognite, ed alla risoluzione dell'equazione in x: y = sinx. Si 
può dire perciò che 

se la funzione f{x) è un polinomio trigonometrico, il problema della de- 
terminazione del polinomio trigonometrico d'approssimazione di ordine dato è, 
a meno della risoluzione dell'equazione in x:y = sin a?, un problema algèbrico. 

incordando che una funziono continua è sempre rappresentabile, a meno 
di £, mediante un [)olinomi() trigonometrico, si ha che il saper calcolare il 
polinomio trigonometrico d approssimazione di dato ordine di un qualunque 
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polinomio trigonometrico porta che si sappia calcolare quello di una qualsiasi 
funzione continua a periodo 2 ::, con quell'approssimazione che si vuole, 

5. Il polinomio trigonometrico d' approssimazione di ordine n di uìia 
funzione continua^ a periodo 2 -, e pari^ è una funzione pari. 

Infatti, detto T„{x) il polinomio trigonometrico d'approssimazione di or- 
dine n di f{x), essendo sempre 

\f{x)-TAx)\^lJ, 
è anche 

\f{x)^ T„ {-x)\=^\f (- X) -T„{-x)\^ p., 

il che porta che 1\{ — x) è anch'esso polinomio d'approssimazione di or- 
dine h, e qnindi che è T^{—x)^l\(x), T^(x) è perciò funzione pari. 

6. Analogamente a quanto si è detto al n. 9 del § I (\\ P.), può dirsi 
che, al crescere all'infinito di », \l^ tende a zero, ed m„ (dove m^ indica l'or- 
dine di T„ {x)) all'infinito. Ne segue che T^ {x) tende uniformemente, per 
n = oo a f{x),f{x) può, perciò, svilupparsi nella serie uniformemente con- 
vergente 

f{x) = n {X) + {T, (x) - To {x)) + - . + (f. (x) - T„_, (x)) + . . . 

Questa serie gode della seguente proprietà caratteristica : 
fra tutte le serie di polinomi trigonometrici di ordine successivamente cre- 
scente, uniformemente convergenti verso la f{x), essa dà la piii rapida con- 
vergenza. 



IV. 



1. Venendo al caso di due variahili, si può dimostrare, analogamente 
a quanto si è fatto al n. 8 del § H (ì\ P.) che il mxissimo [j. di 

m 

\f{xy)-TAxy)\ 

e uguale tanto al massimo quanto al valore assoluto delmipiimo di fixy) — l\(xy). 

Detto, poi, E rinsieme dei punii (ìt, y) del campo A, di cui si è parlato 
al n. 2 del ^ I (P. S.), soddisfacenti alla condizione 



/*(-^, y)— ^n{x, y)\=y^ 

si ha, indicando con .v un numero , ed avente segno contrario a quello 
della difTerenza f(x, y)—.T„(Xj //), che 
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condizioìie necessaria e sufficiente affln>chè T^ {x y) sia un poliìioinio triffo- 
nomefrico d' approssiniazione di ordine n di f(xy)y è die non si possano tro- 
vare dei numeri 

a,., 6,,, rC 6',, (r = 0, 1, 2,..., n; s = 0, 1, 2,..., n—r) 

e contemporaneamcpite un sistema di valori s, soddisfacenti tutti alla condizior^ 
S^ s >ò*>>(), in modo che sia, su tutto E, 

H-r n _ _ _ 

+ a\^ cos r a? sin sy -\- b\., sin r jc sin s i/) = «. 

I.a dimostrazione di quosla proposizione è perfelUunente analoj^^aa quella 
del n. 9 § 11 (P. P.). 

2. Si diniostra anche la proposizione (vedi n. 12 § 11, P. P.). 

Se 1\ (x y) è un polinomio trigonometrico d^ ordine n, il sapere che è sempre 

\f{xy)-TAxy)\^y^, 

essendo p- il massimo di f{xy) — T^i:^) {dove y è un valore fisso di y, e 

T^(x) è il polinomio lrigoìiom>etrico d'approssimazione di ordine n di f(xy)), 
basta per concludere che T„ {x y) è un polinomio trigonometrico d'approssima- 
zione di ordine n di f(xy), 

3. Anche qui vi è una notevole differenza tra il caso di una variabile 
e quello di due. 

Mentre nel primo vi e un sol polinomio trigonometrico d'approssimazione 
di ordine dato, ìiel secondo, invece, in generale ve ite sono infiniti. Questa pro- 
posizione si dimostra anche qui costruendo, analogamente a (pianto si è fatto 
al n. 13 del § Il (P. P.), una funzione iìnita, continua, annnettente il pe- 
riodo 2 77 rispetto ad ambedue le variabili x ed y, e tale che per essa esi- 
stano più polinomi trigonometrici d'approssimazione di uno stesso ordine. 

4. Analogamente a quanto si è detto al § Il della P. P. si può dire anche 
(jui che V insieme di lutti i polinomi trigonometrici d'approssimazione di uìw 
stesso ordiìie della stessa funzione costituisce una varietà di funzioni egual- 
mente continue. Esiste poi per tale varietà una funzione limite superiore U{xy) 
ed una limite inferiore V(xy) ambedue continue ed a periodo 2:; sia rispetto 
ad X come ad y. Tutti i polinomi trigonometrici d'approssimazione detti sono 
compresi tra queste due funzioni U (x y), V(xy); ed è sempre 

I f{xy) - lJ(xy) I -(.., I f{:xy) - V (x y) | ^ (a 

\V{xy)-V{xy)\^^j. 
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Di più i polinomi crapprossimazione detti riempiono completamente tutto 
lo spazio compreso tra U {x y) e V{xy). 

In quanto, poiy all'unicità dei polinomi d'approssimazione si ha una pro- 
posizione perfettamente analoga a quella del n. 17 del già citato § 11 (P. P.). 

5. Con metodo identico a quello usato al n. 18 del § 11 (P. P.) si di- 
mostra che 

data una funzione f{xy) finita, continua ed a periodo !2 7: rispetto ad am- 
bedue le variabili, e preso un nuinero positivo n, piccolo a piacere, si può poi 
sempre trovare un numero positivo t tale che, per ogni polinomio trigonome- 
trico d\ipprossimazione T\ {x y) di ordine n di una qualsiasi funzione g (x //), 
avente i caratteri della f{xy) e soddisfacente ovunque alla condizione 

esista sempre un polinomio trigonometrico d'approssimazione (dello stesso or- 
dine n), T^{xy)y di f(xy), che soddisfi ovunque alla disuguaglianza 

\T^^xy)^T\{xy)\<r,. 

6. Analogamente a quanto si è detto nel caso di una sola variabile, 
può dirsi che : 

il saper calcolare il polinomio trigonometrico d\tpprossimazione d'ordine n 
di un qualsiasi polinomio trigonometrico, porta che si sappia calcolare quello 
di una qualutique funzione continua a periodo "i i: (rispetto ad ambedue le 
variabili) con quelV approssimazione che si vuole. 

Per giustificare questa proposizione ricorderemo che una funzione con- 
linua f(xy) è sempre rappresentabiley a meno di e, mediante un polinomio 
Irigonametrico (*). 



(•) Diamo qui, di tale proposizione, una dimostrazione diversa da (pielia che il Picard 
dà nel suo Traile cVAnalyse facendo uso deii*inlegrale di Poissox. Ammetta, dapprima, /"(j* //) 
il periodo 2 ir rispetto ad ambedue le variabili. Dividiamo il quadrato A, di cui si è parlato 
al n. 2 del § I (P. S.), mediante parallele agii assi x ed y^ in t^mti rettangoli tali che in 

ciascuno di essi la f(xy) faccia un'oscillazione minore di -y . Se J, -B, C, D, sono i vertici 

(li UQo di questi rettangoli, consideriamo il triangolo che ha per vertici i punti della su- 
perficie f(xy) i quali hanno per proiezione sul piano xy i punti A^ B, C. Parimenti con- 
sideriamo il triangolo analogo che ha per proiezione dei suoi vertici i punti C\ D, A. L'in- 
sieme di tutti i triangoli analoghi ai due precedenti e relativi a tutti i rettangoli in cui è 
stato diviso A costituisce una superfìcie poliedi'ica. La funzione f(xy) rappresentata da 
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7. Termineremo osservando che, al crescere airintìnito di h, (i„ tende 
a zero e m„ (ordine di T^(xy)) all'infinito. T^ (a; f/) tende perciò, al crescere 
di w all'infinito, uniformemente verso f(xy). Questa funzione può, così, svi- 
lupparsi nella seguente serie uniformemente convergente 

f{xij)=TAxy) + {T,{xy)-T,{xy))-\ ^ (TJ^je/) ~ T._, (^2/)) + •■ • 

Di tali serie che rappresentano f{xy), ve ne sono, in generale, infinite. 
Esse pem godono tutte della proprietà di dure, fra tutte quelle costituite di 
polinomi trigonometrici di ordine successivamente crescente, e uniformenieìUe 
convergenti verso la f(xy\ la pili rapida convergenza. 



PARTE TERZA 



1. Sia la funzione f{x) della variahile complessa x data in un campo 
hmitatò J, ed ivi, contorno compreso, ad un valore, finita e continua. 

Analogamente a quanto abbiamo fatto nel caso delle funzioni di varia- 
bih reali, potremo anche qui, per la f(x), nel campo A, definire i polinomi 
d'approssimazione di dato grado, ed anche dimostrare (con metodo identico 
a (juello usato nella Parte Prima) che esiste sempre almeno un poliìwmio di 
approssimazione di grado pi per la f{x), 

2. Detto ciò e indicando con \ì„(x} un polinomio d'approssimazione 



tale superficie ò, evidentemeìite, continua, oscillante riducibile, a periodo 2 n rispetto ad am- 

bedue le variabili e tale da rappresentare f(xy) a meno di 3-. La funzione f (xy) è perciiV 

(vedi Gkhni, Sulla rappresentabilità di una funzione a due variabili per serie doppia trìgono- 
metrica. Rend. dell'Istituto Lombardo, I90J) sviluppabile in serie doppia di FounfEB, unifor- 
memente convergente: ciò prova la nostra proposizione. Se poi f(xy) non ammettesse ri- 
spetto ad X e ad y il i)eriodo ^n-, basterebbe con un cambiamento di variabili ridurre il campo 
in cui è data la f(xy) ad essere interno al (juadrato A, continuare poi la f(xy) in tutto A^ 
in modo da renderla periodica, e ripetere il ragionamento precedente. 



V i 
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(li grado n lìeììii f(x)^ coiisideriamif) la differenza 

f(x)-lK{x) = Y{x), 

la ([uale sarà ima funzione finita e continua in lutto il campo A (contorno 
compreso). Risulterà, perciò, finita e continua, in tutto A (contorno com- 
preso) anche la funzione | Yix)]. Ne se<rue che |V(.r)| raj^^jifiungerà, almeno 
una volta, nel campo dello, il suo massimo valore [a. 

Dimostriamo, ora, la seguente proposizione, analoga a quella del n. 3, 1, F. P.: 
il numero dei punti del campo A in cui j Y(x) raggiunge il suo mas- 
simo jA è certamente maggiore di n-\-ì. 

Siano Xiy it\,..., ìTv, i punti di A in cui , Y(x) \ raggiunge il suo massimo 
valore w, e supponiamo che sia v:^n |- 1. Faremo vedere che, in tale ipo- 
tesi, e possibile costruire un polinomio di grado w, li,, (o^), tale che sia, in 
tutto A, 

\f{x)-TiAx)^^u.\ 

con ;/<;{jl: il che è assurdo, perchè ll„ (x) è un polinomio d'approssimazione 
(li grado n. 

Consideriamo, perciò, il polinomio di grado n 

1\ {x) = p,x" 4- i>i a?"-' H ^- p., 

■ 

essendo jKj Pì^-j P»j un sistema di valori non tutti nulli soddisfacenti al 
sistema 

Po a-'? + Pi x1" 4 1- Pu = f^' e*i 

2>o xr, -\- p, a?r ' + • + 2). = [A e'*« 



Po K + p, xl^' -( 1- P. = P' e""^ , 

(love è 

f{x^) -lK{x^) = lf.e"'r, 

. Gol polinomio P„ {x) detto formiamo l'espressione 

y, (X) = f{x)-~ U.. {X) - 0) P. (X) =- Y (X) - 6) P.. (x), 

dove w è un numero positivo. Essendo Y(x) e l\{x) continue in tutto A, 
preso un numero positivo 2<; [. ♦ potremo determinare un numero positivo S 
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tale che, in tutto A, soddisfatta che sia la disiiguaghanza {x—x^l^ij sia 

I Y(x) - Y {x") I < s, \P„ {x') - P„ {x") |< e. 

Consideriamo, allora, nel piano della variabile complessa, il cerchio di 
raggio 5 e centro x^, dove x,. è uno qualunque dei punti a?i, x^^.,,^ x^. Al 
variare di x nell'interno di questo cerchio, la Y (x\ per quanto precede e 
perchè non })uò superare in modulo il numero [/, varierà, nel piano rappre- 
sentativo della funzione, nella parte conunie al cerchio di centro a e'*'' (che 
coirisponde a x,) e raggio e. ed al cerchio avente per centro l'origine del 
[)iano e per raggio (x. ìùP„(x\ invece, al variare di ir nel cerchio (a^^, 8), va- 





rierà nel cerchio di centro wfji**' (che corrisponde a x,) e raggio eoe Se in- 
(Uchiamo con M ed N i punti d'intersezione delle due tangenti condotte 
per al cerchio (y c'>, e) con la circonferenza (0, p.), potremo, prendendo w 
convenientemente piccolo, far sì che il cerchio (wjy. e*'', eoe) sia tutto conte- 
nuto noi settore circolare M N, Ora, poiché è £ < ^- » l'angolo MON è 

minon» di i\(f\ e, di conseguenza, la distanza tra due punti qualunque del 
settore circolare MON è sempre minore ed uguale a u.; anzi, sempre minore 
di \f. (piando nessuno dei due punti coincide con 0. I)un([ue, per un w con- 
venientemente piccolo, la distanza tra un punto qualunque del cerchio 
(w(jt.c*»\ oj £) ed uno (jualnn([ue di ([ualla parte del cerchio ((it-c'*»*, e) che è 
comuni» anche al cerchio (0, p.), e semj)re minore di (a. Ne segue che, per 
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un tale w, la differenza 

è, in ogni punto del cerchio {x^^ S), minore, in modulo, di p. : 

. Y, (x) ! < f/.. (2) 

Dal campo A togliamo ora i cerchi {x,., ^ detti, nei quali è verificata 
la (^). Rimarrà un campo A' nel quale la y{x)^ avrà un massimo valore 
^"Kiif: in lutto A' sarà, perciò, 

,Y{x)\^i,.". (3) 

In tutto A, poi, il polinomio P„ {x) avrà un massimo modulo M; quindi, 

r/ 

se l'w che abbiamo scelto lo rendiamo minore di -* vvr ' avremo, in tutto A, 

I « P, («) , < "-~^ ■ (4) 

Per la (3) e la (i-) è, perciò, hi A\ 

Y,(x) = Y{x)-i^r,{x)\^\ Y{x) +\i^P,{x) 

, y. {X) i <." + fi-/: =^-+Ji^<ix. (r,) 

Dalle (2) e (5) risulta, perciò, che, in tutto A, \ y, {x) \ è sempre minore 
(li (A. Ma, essendo y, {x) continua in tutlo A, la y, (u5) i è anch'essa continua: 
segue che, nel campo detto, è 

\Y,(x)\^^! 
con {i/<;p-; cioè 



Questo dimostra la nostra proposizione. 

3. Stabilito questo, dimostrano che 
esiste per la funzione f{x) un solo polinomio d'approssimaziane di grado n. 

Supponiamo, infatti, che di tali polinomi ne esistano due: u^{x) e Tì^{x), 

il (x) -4- Il (x) 
e consideriamo il polinomio, pure di grado w, ** ^ — ^^-^ • Avremo 

... n„ {x) + uZ(x\ • _ I f(x) - n, (x) + [ f(x) - \K(x) 
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ed anche, in lutto A, poiché è 

f{x)-njx)\^lf., \f{x)-u„{x) ^If., (1) 

'./^^ TiAx) + uJx) \ ^ 

\ 1 \X) ^ -^L (A. 

Dinique anche ** e» ^ polinomio d'approssimazione di grado w. 

Ne segue, per la proposizione del numero precedente, che 

raggiunge il suo massimo u. in ahneno n + 2 punti di A. Ma se in un 
punto X è 

deve anche essere 

f (~x) - n, (^) = p. e'«, / (^) - n: (i^) = ^ e'* (3) 

Infatti, le (1) portano che sia 



A^) -- "- ^^^ I "" ^"^ 



/-(a?)---n,(a?)! + | /-(«;)-> n,(ag)| 
5 ' (^) 



allrimenli il primo membro di questa eguaglianza sarebbe minore difx, contro 
la (2). Ma se il modulo di una somma è uguale alla somma dei moduli degli 
addendi, gli addendi devono avere tutti lo stesso argomento (che è poi quello 

della somma). Dunque la (4) porta che f(x) — n„ (x) e f{x) — ii^ (x) abbiano 
l'argomento uguale ad a. 

La (4) e la (1) portano, poi, che sia f{x) — u„ (a?) j = | f{x) — il„ (x) \ == (ji, 
altrimenti il primo membro di (4) sarebbe inferiore a (;.. 

Dunque, in ogni punto x in cui è 



r(x) ^ j = f*. 



V 

e 



n„ {x) = ri„ ix). 
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Ne segue, poiché i punti x sono in numero maggiore di n + 1, e poiché 
n^ {x) e n^ (x) sono poHnomi di grado n, che é 

n, {x) = IT, (x). 

L'unicità dei polinomi d'approssimazione di dato grado è così comple- 
tamente dimostrata. 

4. Sia E l'insieme dei punti x di A soddisfacenti alla condizione 

\f{x)^ìK{x)] = iJ.; 

sia, poi, 8 un numero non nullo tale che la differenza a tra il suo argomento 

e quello di f{x) — n„ (x) sia, in valore assoluto, minore di -^'- • 

Dimostriamo allora che 

coìidizione ìiecessaria e sufficiente affinchè n„ (x) sia il poUìwmio d' appros- 
simazione di grado n di f{x)j è che non si possono trovare n-\ l numeri 

Po 7 Pi 9 • • • 9 PnJ 

e contemporaneamente un sistema di valori s, soddisfc^enti tutti alle condizioni 
'S'>|«|>«>0, |«|<C«<C-o- {dove S, 5, «, soìw numeri reali), in modo che 
sia, su tutto E, 

Po'x" +p,x''-'-] hi>. =^. (1) 

La condizione é sufficiente. Supponiamo, infatti, che U^ (x) non sia po- 
linomio d'approssimazione di grado n di f{x). Se indichiamo con ii^ (a?) il 

polinomio d'approssimazione detto, e con p.' il massimo di \f{x) — u„{x)\ 
in Aj avremo allora p^'<i^. Siano, ora, nel piano rappresentativo della fun- 
zione, Jl/, Ny P, ì punti che rappresentano n„ (a;), n„ (a?), f{x), dove x é un 
punto qualunque di E. I vettori 3f P, iVP, MN^ rappresentano, perciò, le 

differenze f{x) — n, (x), f{x) — Tf, (x), u„ {x) — n„ {x). E poiché é 

\f(x)^TK{x)\^lL\ \f (X) - II. (X) I = fA 

con [a'<p, il punto N apparterrà al cerchio (P, p/), mentre il punto M sarà 
esterno a tal cerchio. Ne segue che l'angolo NMP sarà minore od eguale 



lU 
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a !r3/P = arcsin ' » dove M T è la tangente condotta per M a (P, [l). Ciò 

vuol dire ehe la differenza Ira l'argomento di n„ {x) — IK {x) e quello di 

- li! iz 

f{x)~\\„{x) è in valore assoluto, minore od uguale ed are sin — < a- 

poi 

iF, {X) - n,(^) = j f^) - u^{x) j - j f{x) - ÌT. (X) j , 



2" 



r' 




/ 



e perciò 

V--V-'^\f{x)---u„[x)\~\f{x)-n,,{x)\^\uA^)-nAx)\^ 



^\f(x)-i\Ax)\ + \f{x)-nAx)\,^lL + lf:<%^. 



Ne segue che, per 



p^ = Tz^ — 77^ {r = 0^ 1,2,..., n) 
(n., (j^) = 7^0 a?" H i- -. , n, {x) = t:, aj" H h^ir») 



6' = 11. (a?) — n„ (ic), 
la (1) è verificata su tutto E. E ciò contro il supposto, 



Tonelli: I polinomi (Vapprossiniazioìie di Tchebychev, 115 

La condizione è anche necessaria. Supponiamo, infatti, che esistano un 

sistema di valori «, soddisfacenti alle condizioni dette nell'enunciato della 
proposizione da dimostrarsi, ed un sistema di valori j[>, soddisfacenti su 
tutto E alla (1), e consideriamo il polinomio di grado h, 

Pn (J?) = Ì>« «5" + Pi iK-~' H h-Pn- 

Detto (0 un numero positivo, piccolo a piacere, consideriamo l'espressione 

Poiché, in tutto A, f{x)~u^{x) e P„ (a?) sono funzioni continue, preso 
un numero positivo s, che soddisfi alle disuguaglianze 

e < a sin 1j> , s <; j^ sin — ^ — » e < « sin ^. » (2) 

potremo trovare un numero S tale che, in lutto A^ soddisfatta che sia la 
disuguaglianza | x' — x" \:^ S, sia 



j f{x') ~ ii„ (X) j -- j f{x') -1 n, {X") j i < £, 



P. (a:') ~ P. (a;") i < s. 



Consideriamo allora, nel piano della variahile complessa, il cerchio di 

raggio 5 e centro a?, dove x è uno qualun((ue dei punti di E, Al variare di x 
neir interno di questo cerchio (se non tutto il cerchio è contenuto in .1, x va- 
rierà solo nella parte del cerchio che appartiene ad .1) la differenza f(x) — ll„ (x), 
per quanto precede e perchè non può superare, in modulo, il numero ;x, va- 
rierà, nel piano raj)presentativo della funzione, nella parte comune al cerchio 

di centro C (dove C rappresenta f (x) --U„(x)) e raggio e, ed al cerchio 
avente per centro l'origine e per raggio [x. ci>P„ (a?), invece, varierà nel cerchio 

di centro co 5 (poiché, per la (1), è wP„(a?) = (o^v) e raggio w s. 

Sia e, un numero positivo uguale al maggiore dei due 2, — e, e indi- 

chiamo con M il punto d'intersezione della circonferenza (0, it) con la tan- 
gente condotta per al cerchio (C, Sj) dalla parte opposta al vettore .s ri- 

/\ e 

spetto alla OC. L'angolo COM è, allora, uguale ad are sin -^» cioè al mag- 

giore dei due are sin — » are sin -- • Sia, poi, OP la tangente al cerchio 
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(ié Sy w e) condotta dalla parte opposta ad O C rispetto al vettore 8. L'angolo 



6«e 



che il vettore s fa colla P èy allora, uguale ad are sin —^ » cioè è minore 



ia 8 



di are sin — • E poiché l'angolo che il vettore 8 fa col vettore C, che rap- 

8 








presenta f{x) — n^{x)y è, per ipotesi, minore di a, l'angolo POM è minore 
di are sin — -+ a + are sin — Sia, ora, 

{/. 8 

NO M = are sin — -[- a + are sin — 

[/. 8 

con N dalla stessa parte di « rispello ad M. È, per le (2), 

P'^M< n'^M < "^-^7- + a + ^" :-^ = 90O. 



2 



^) 



Descriviamo il cerchio (A/, u), e sia Q quello dei punti d'intersezione di 
questo cerchio con (0, ja) che ò situato dalia stessa parte di G rispetto ad 
M, Sia, poi, N la seconda intersezione di (3/, [») con N; N esiste certa- 
mente distinto da perchè l'angolo NOM non è retto. 
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Il cerchio ((o«, eoe), essendo interno «all'angolo POM (perchè è 

POM^P s-\-COM>^P 8), è sempre interno a NOM. Prendendo 
w suflTicienteinente piccolo, potremo far sì che (ci)«, ws) sia tutto contenuto 
nel minore dei due cerchi (0, «x), (0, ON), Il cerchio {&>«, «e) appartenendo, 

allora, al settore circolare di raggio OiV ed angolo al centro NO M, appar- 
terrà al cerchio (J/, jx), e, perciò, apparterrà al triangolo mistilineo OMQ, 
che ha per lati il segmento Jlf, l'arco M Q del cerchio (0, m.), e l'arco Q 
del cerchio (3/, il). 

Nel triangolo mislihneo OMQ è anche contenuta la parte comune ai 
due cerchi (C, e), (0, p.): infalti, detta T la tangente condotta per a 
(C, e) dalla parte opposta di M rispetto ad C, si ha che la parte detta 
è contenuta nel settore circolare M T il quale è, a sua volta, contenuto 
nel settore circolare MOQ, perchè è 



e, per le (2), 



M^T= M^C + CO^T = are sin -* + are sin — > 



JVfOT<--^-- + 15«<60". 



Ora, la distanza tra due punti qualunque deHriangoto mistilrn^o Jtf Q 
è sempre minore od eguale a [a; anzi, sempre minore di u. quando nessuno 
dei due punti coincide con 0, o con M, Dunque, per un w sufficientemente 

piccolo, la distanza tra un punto qualsiasi del cerchio (^>«, we) ed uno qua- 
lunque della parte comune ai due cerchi (0, pi), (C, e), è sempre miitore di p». 
Ne segue che, per un tale w, la differenza 

^^f{x)-^u^{x)ì^-toPJar)=YAx) 

è, in ogni punto del cerchio (uj, X), minore, in modulo, d'i (x : 

I Y, {x) I < (.. 

Ragionando, ora, in modo analogo a quanto si è fatto alla line del n. 2, 
si vede che, in tutto À, è 

iy.(«)i^f*' 
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con p.' < p- ; cioè 



f{x)-\u„ (x) + a> P„ (a?) j j ^ p' < p. 



E questo è assurdo, pcrcliè iKix) è, per ipotesi, il polinomio d'appros- 
siniazione di grado n di f(x)y e p 6 il massimo di \f{x) — n„(d!^)| in A, 

La proposizione è così completamente dimostrata. 
5. In ciò che precede abbiamo veduto che, data una funzione di varia- 
bile complessa f{x) soddisfacente alle condizioni poste nel n. 1, ad essa cor- 
risponde sempre nel campo A uno ed un solo polinomio crapprossimazione 
di grado n. Possiamo, ora, dimostrare analogamente a quanto si è fatto per 
le funzioni di una variabile reale, che hi corrispondenza tra la funzione /"(ìt) 
ed il suo polinomio d'approssimazione di grado n è continua; possiamo 
cioè dimostrare che 

se U»{x} e Tì\,{x) sono i polinomi d'approssimazione di grado n di due 
funzioni f(x) e g{x)y soddisfacenti alle condizioni poste al n. 1 di questo para- 
grafo, preso un numero r, positivo e piccolo a piacere^ si può poi sempre tro- 
vare un altro numero positivo e tale che, per ogni funzione g (x) soddisfacente, 
in tutto A, alla condizione 

\f{x)-g(x)\<z, 

sia, in tutto il campo detto, 

I Il„ (x) - II',. (,r) I < r,. 

Poiché anche nel caso della variabile complessa valgono le proposizioni 
dei n/ 1, 2, 3 del § 11, P. P., la dimostrazione della proposizione ora enun- 
ciata si conduce in modo perfettamente analogo a quella del n. 18, § II, P. P. 
0. Supponiamo, ora, che la f(x) sia un ramo monodromo di funzione 
analitica, regohire in tutti i [)unti del campo A (contorno compreso). 

Questa nuova condizione porta, come è noto, la svihi[)pabihtà di f{x) 
in serie di polinonìj uniformemente convergente in tutti i punti del campo A. 
Da ciò segue che, al lend(Me all' infinito di n, a„ tende a zero, e, quindi, 
che la serie 

no (x) - j ri, (x) <- Ho (05) I H h j ",. (x) - n_. {x) j + • • • 

converge uniformemente, in tutto A, verso f(x). Per le proprietà che deri- 
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vano a questa serie da (jiielle dei polinomi di approssimazione, possiamo 
dire clic 

un ramo monodromo di funzione analiiic^a^ in un'area in cui {contorno 
compreso) è regolare, e sempre rapjtresentahile, e in modo unico, mediante una 
serie di polinomi che dà, fra tutte quelle di grado successitvimenle crescente, 
uniformemente convergenti, in tutto vi, verso la funzione considerata, la piii 
rapida convergenza. 
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Sul principio di minimo di Dirichlet. 



{Di Guido Fubini, a Genova,) 



Ocopo di questa lettura è il dar conto dei recenti risultati ottenuti nello 
studio del principio di minimo di Dirichlet, e ancora più di dare un ceinio 
delle molte e interessanti questioni, che tali studii mettono in luce, e che 
sono, secondo me, degne della massima attenzione. Tanto più questi pro- 
blemi meritano di essere approfonditi, in quanto che il metodo di minimo 
è, insieme alla teoria delle equazioni integrali, il più potente strumento, che 
l'analisi odierna fornisca per stabilire i teoremi di minimo relativi ai cosidetti 
problemi al contorno. D'altra parte ha un grande interesse teorico l'appro- 
fondire per sé stesso il principio di minimo, pur senza pensare ad applica- 
zione alcuna. Il dedurre poi i teoremi di esistenza sopra citati dal principio 
di minimo rende assai più armonico e completo il calcolo delle variazioni, 
che così resta accresciuto di uno dei suoi più brillanti capitoli. 

Tra i metodi che servono a giustificare il principio di minimo, e le sue 
applicazioni ai problemi al contorno, due hanno specialmente attratto finora 
l'attenzione degli analisti. Ambedue cominciano naturalmente col sostituire 
a un problema al contorno un problema di variazione. Il primo di questi 
metodi considera poi il problema di variazione come limite di un ordinario 
problema di minimo, risolve prima questo problema di minimo, e fa (*) poi 
il passaggio al limite. Questo metodo basta p. es. per risolvere il problema 
di DnticHLET, e dimostra nel modo più intuitivo il relativo teorema di esi- 
stenza. 

Prima di esporre i tratti salienti del secondo metodo debbo ricordare 
una Memoria di Weber (**), pubblicata or sono più di Irent'anni : essa, pur 
essendo ben lontana dal necessario rigore, contiene qualche idea bella e fe- 



(•) Cfr. la Nota delPA., Bend. della H. Acc. dei Lincei, 1.° Sem., 1907. 
(••) Journal de Creile, 1871. 
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conda; un ventennio più tardi il Prof. Arzelà in una sua Nota (*) espose 
alcune nuove ed eleganti considerazioni sul principio di minimo. 11 me- 
rito di avere per primo giustificato in un caso particolare il principio di 
DiRicHLKT spetta però al sig. Hilbert {Malli. Ann,, tomo 59), la cui mirabile 
Memoria fu incitamento a lìiolte e importanti pubblicazioni: pregevolissima 
fra tutte quella di un altro iUiliano, il Prof. B. Levi, clie in un recente la- 
voro portò un buon contributo di idee nuove e geniali al problema che ci 
occupa (**). 

Non ci fermereiìio per brevità sul principio di Uirichlet relativo agli 
integrali semplici, e passeremo senz'altro a parlare del principio di Diriciilbt 
per gli integrali doppii. I problemi più semplici, a cui questo principio si 
può applicare sono l'ordinario problema di Dirichlet, e il problema deri- 
vato di Diricìilet: essi furono, tra gli altri, specialmente oggetto di ricerca 
con metodi suscettibili delle più svariate generalizzazioni (***). 

Questi problemi si propongono di trovare tra le funzioni, esistenti in 
un certo campo r, e soddisfacenti sul contorno 6 di questo campo a parti- 
colari condizioni, una funzione, per cui l'integrale del primo parametro dif- 
ferenziale, esteso a r, abbia il valore minimo possibile. A priori l'esistenza 
di questo minimo non è cosa evidente; si può parlare infatti soltanto di un 
limite inferiore L, e si può in infiniti modi pensare a una successione di 
funzioni, che soddisfano su & alle condizioni imposte, e il cui integrale cor- 
rispondente ha per limite proprio L. 

Una tale successione di funzioni, i cui integrali tendano con una suffi- 
ciente rapidità a L, si dirà ufia successione minimizzante. 

Le domande a cui si deve rispondere sono le seguenti: 

1.^) Ha sempre una successione minimizzante una funzione limite? 
2.*^) Questa funzione limite soddisfa essa alle condizioni imposte sul 
contorno del campo f 

3.") Il valore dell'integrale corrispondente è proprio L? 
4.^) È detta funzione limite armonica in r ? 

Per poter lispondere a queste domande si devono (come esaurientemente 
osservò B. Levi) imporre alle funzioni, con cui si forma la successione, delle 



(*) Rend. della R. Acc. di Boloyna^ 1897. 
(**) Rend. del Circ. Matem. di Palermo, Tomo ih> (II Sem., 190()). 

(***) Cfr. inoltre i lavori deli'A. nei Rend, del Circ. Maiem. di Palertno (tomi 33 o 33) 
e negli Annali di Matematica (1907). 
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condizioni pochissimo rostrittive, o die koiio p. es. soddisratte se cnipslp tuii- 
kÌoiiì Imiiiio derivale prime (ìiiite e (;ontiniic. 

Alla iirinia domanda, se la nostra successione ha una funzione limite, 
si può, almeno sotto certi riguardi, rispondere afferinativanienle, dimostrando 
cioè che una successione minimizzante ha seni)>t'0 una l'unzione qiiani-limile 
nel Henso, che ora deliniremo. In ciò st» appunto la parte più importante 
di simile studio; ijui sono le diflicoltà, che hanno presentato osUicoli cosi 
erravi ai primi, che hanno tentato di apjnofondire il principio di minimo. 
Se noi consideriamo i valori, che le funzioni di una suecessione minimiz- 
zante assumono in un punto flel campo che si considera, polrii avvenire che 
questi valori tendano a un limite, il ipiale sia proprio il valore rlie la fun- 
zione cen'ata assumerìt nel punto stosso. Ma può benissimo avvenire che 
esistano punti fccezionalì, in cui questo fatto non avviene. E mui si può 
escludere che (piesti punti eccezionali formino un insieme dì punti denso in 
tatlo V. Questo insieme di punti gode però di una proprietà notevolissima, 
della proprictA cioè di |)oterBÌ racchiudere in un numero lintto, o infinito (ma 
numerabile), di aree, la cui sonuna è piccola a piacere: la quale proprietà 
è goiluta anche dagli insiemi numerabili, p. es. dairinsieme dei jmtili di roor- 
ilittate rmionnli, ed è goduta pure dall'itmieme dei punti di diHCoHlinuUà di 
umi fiiHziotte inteffrabile necomìo Riemann. 

Per risolvere la nostra questione ai tratta dunque di ristabilire la cnn- 
tinuiti\, di dare cioè nei imnlt eccezionali alla funzione, clie si ricerca, valori 
tali che essa apparisca in tutto Ìl campo come una funzione continua. Come 
potremo procedere? Per vedere (|uesto punto, riferiamoci a un esempio. Sup- 
poniamo (ti avere una funzione di una variabile x, che sia nulla nei punti 
irrazionali, e nei punti irrazionali o non sia detinita, o sia p. es. uguale al- 
l'unitii. Cerc^hiamo di cambiare i valori di questa funzione in un insieme di 
punti, in guisa da ristabilire la continuità. Si capisce che ciò è possibile in 
inlltiiti modi. Hppure una vaga intuizione ci dice, clie l'insieme dei punti 
razionali si deve trascurare di h'oute all'insieme dei punti irrazionali, e che 
il modo più naturale di procedere è di considerare quindi una funzione 
uulla tiinto nei punti irrazionali, die nei razionali. Uii procedimento logico 
e preciso che ci conduca a questi risultati è dato dagli integrali del Lgbesguk. 
La nostra funzione di partenza non è integraliile secondo Rikm.\nn, ma è 
invece integrabile secondo Lebiìsoue. Se noi integriamo secondo Lebesolb, 
e poi deriviamo rispetto alla x, la nuova funzione cosi ottenuta è dapper- 
tutto nulla, e quindi dappertutto continua. In un modo analogo possiamo 
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procedere nel nostro caso. Si costruisca la funzione limite della nostra suc- 
cessione minimizzante: essa, come abbiamo detto, potrà anche non esistere 
in un certo insieme di punti eccezionali. Noi la possiamo ciononostante in- 
tegrare al modo di Lebesoue rispetto alla uj, o alla y. Derivando poi l'inte- 
grale così ottenuto rispetto alla a?, o alla i/, noi otteniamo una nuova fun- 
zione, dappertutto continua, che coincide nei punti non eccezionali con la 
funzione limite di partenza, e che si dirà la funzione qtuisi-limite della no- 
stra successione. 

Ma si possono rendere in altro modo intuitive le proprietà di questa 
fìinzioìie qnasi'limite. Se noi supponiamo, com'è lecito, che le funzioni della 
nostra successione minimizzante sieno sviluppabili su un qualsiasi cerchio r' 
interno a r in serie di Fouuier, allora la nostra funzione quiisi-limite è an- 
cora sviluppabile in serie di FoumER su questi cerchi r'; e i coefficienti del 
suo sviluppo in serie si ottengono appunto come limile dei coefficienti omo- 
loghi nello sviluppo in serie delle funzioni della successione minimizzante 
considerata. 

E ciò non soltanto vale per gli svilup[)i in serie di Fourier, ma per ogni 
sviluppo in serie, i cui coefficienti si ottengono, come quelli della serie di 
FouRfER, mediante quadrature applicale alla funzione da sviluppare (molti- 
plicata per un qualche fattore, dipendente dallo sviluppo particolare consi- 
derato). 

Di più, se noi consideriamo gli integrali dèlia nostra funzione estesi a 
un arco, o a una superficie qualunque del campo r, essi tendono a un li- 
mite, il (|uale è proprio l'integrale della nostra funzione quasi-limite esteso 
allo stesso arco, o alla stessa superficie. 

Ciò, che spiega la ragione intima del successo dei melodi di Hilbert e 
di B. Levi : i quali allo studio di una successione minimizzante sostituiscono 
lo studio di una nuova successione, che da (luella si deduce mediante qua- 
drature, così da far sparire per la nuova successione ogni punto ecce- 
zionale (*). 



(♦) Dopo il Congresso di Parma, è uscita una nuova Memoria del Leresote, sullo stesso 
ar|?omento nei Rend, del Circ, Matem. di Palermo, (tomo 2i; 11 Sem., 1907). Egli pure evita 
gli aggre^^ati eccezionali con un artificio, sostituendo cioè a una successione minimizzante 
una successione di funzioni motwtone, di funzioni cioè che ammettono in un campo qual- 
sifisi r' interno a r gli stessi limiti inferiort» e superiore, che esse ammettono sulla fron- 
tiera di r'. Questo artificio elegante non è però forse senz'altro estendibile a equazioni di 
ordine superiore al secondo. 
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Per completare il nostro studio la parte essenziale è quella di dimostrare 
che la nostra funzione quasi-limite possiede derivate ed è armonica, e che 
essa sul contorno soddisfa alle condizioni imposte. Prescinderemo qui per 
brevità dall'esame del contorno, e ci volgeremo alla prima parte della no- 
stra questione, che è, secondo me, la parte fondamentale. 

Per un tale studio i metodi finora applicati sono veramente deficienti, 
in quanto che ricorrono a vie indirette, girando, piuttosto che superando la 
difficoltà. Esse si basano in sostanza su certe proprietà integrali delle fun- 
zioni armoniche, da cui scenda come conseguenza la proprietà differenziale 
che la somma delle loro due derivate seconde non miste è uguale a zero. 
Tra le proprietà integrali che hanno servito a tale scopo noi ricorderemo 
p. es. la formola di Grekn, il teorema della media di Gauss o più general- 
mente la formola di Poisson per campi circolari, o infine il teorema che, se 
l'integrale di una funzione è armonico, la funzione stessa è armonica. 

Ma questi metodi, pure essendo sufficienti per i problemi di minimo che 
conducono a funzioni armoniche, e pure potendosi facilmente generalizzare 
a molte equazioni dilTerenziali lineari, questi metodi, dico, sono insufficienti 
per casi più generali, p. es. per il problema di Plateau. Per i problemi ge- 
nerali, anche quando si sappia dimostrare l'esistenza della funzione quasi- 
limite di una successione minimizzante, non si sa dimostrare che tale fun- 
zione possiede derivate. La importanza di tale ricerca sarebbe, secondo me, 
non inferiore alla sua difficoltà. E che le difficoltà siano assai gravi, si ri- 
conosce p. es. in un caso particolare, quando ci si proponga di dimostrare 
direUamentej e senza usare la formola integrale di Gauchv, che una funzione 
monogena di variabile complessa, una funzione cioè, che soddisfi alle con- 
«lizioni di monogeneità, possiede derivate prime e seconde finite e continue. 
Un simile studio sarebbe tanto più fecondo all'analisi che lo stesso metodo 
delle equazioni integrali non appare finora applicabile a equazioni non li- 
neari, cosicché il metodo di minimo resta ancora il più promettente, tra i 
metodi odierni, per stabilire i teoremi di esistenza per quelle tra queste equa- 
zioni che provengono da un problema di variazione. 



Sui metodi della fìsica-matematica <*). 



{Di Orazio TKDt)NE, a Genova.) 



N, 



essuno, leggendo il titolo di questa conferenza, penserà che a me possa 
esser venuto in mente di esporre parlitamente la storia e la comparazione 
dei varii metodi d'integrazione che sono stati, o sono, in uso nella fìsica- 
matematica, tanto più se, dando alle parole fisica-ìnatematica il significalo 
più ampio ch'esse possono comportare, si vogliano comprendere fra le equa- 
zioni della fìsica-matematica anche quelle della meccanica. Pin- facendo astra- 
zione del breve tempo che m'è concesso, è noto anche a me che chi a tale 
lavoro si accingesse dovrebbe avere polso poderoso ed una pieparazione che 
io, francamente, non oso riconoscermi. 

Il mio compito sarà meno arduo. Io mi propongo solo di esporre, e nel 
modo più breve che mi sarà possibile, l'influenza che hanno avuto le idee 
più generali, predominanti nei metodi d'integrazione della fìsica-matematica, 
nei vari tempi, sui metodi d'integrazione delle equazioni dell'equilibrio ela- 
stico per un corpo isotropo. 

Come modesto cultore di questi idtimi studii, penso che l'intento di 
queste riunioni sia pienamente raggiimto se si riesce ad indicare chiaramente 
la serie delle idee che guidano ciascuno dei ricercatori ed il posto che queste 
idee si presume che abbiano nello svolgimento storico di (piel ramo spe- 
ciale della scienza ch'egli coltiva. Così si può sperare di essere meglio in- 
tesi, o almeno più tollerati, dai cultori di discipline affini, o anche della 
stessa disciplina.* 

La fìsica-matematica, com'è ordinariamente intesa, comincia con la sco- 
perta delle equazioni differenziali che reggono i fenomeni fisici. Appena tro- 
vate queste equazioni differenziali, nna (juantità di problemi particolari si è 
presentata spontaneamente all'attenzione degli studiosi, e moltissimi di essi. 



(*) Conferenza letta nella sezione l del Con^resHo della Società per il j)rof2:res8o delle 
Scienze, in Parma, 1907. 
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appartenenti ai diversi campi del potenziale, dell'idrostatica e dell'idrodina- 
mica, dell'elasticità, del calore, dell'elettricità, del magnetismo, ecc., sono 
slati anche risoluti con soluzioni basate spesso su felici intuizioni dei fe- 
nomeni naturali stessi come nell'esempio, sopra tutti mirabile, di quella data 
da Daniele Bernoullf per la corda vibrante. Spessissimo queste soluzioni 
sono anche il risultato di un'abilità che ci sorprende, a noi, ora, che siamo 
abituati alle regole generali. Chi volesse orientarsi sulla massa ingente di ma- 
teriale così raccolto, [)uò consultare l'opera del Burkhardt, non ancora ter- 
minata: Entìvickltingen nach oscillirenden FuncMonen, pubblicata nel Jahres- 
bericht der deutschen mathematiker-Vereinigung (X^'^Band, S®"" Heft). Scorrendo 
quelle pagine non è raro d'incontrare tracce di idee generali. Ma quella che, 
più di tutte, ha l'aria di assurgere all'altezza di metodo è quella di cercare 
soluzioni particolari delle equazioni di cui si tratta, sotto forma di prodotti 
ciascuno dei fattori dipendente da una sola variabile e di accomodare poi 
queste soluzioni particolari, formando con esse serie, ovvero integrali deh- 
niti, in modo da ricavare così la richiesta soluzione del problema. Ciò che 
assicura una semplificazione del problema è, sopratutto, la riduzione di equa- 
zioni a derivate parziali ad equazioni ordinarie. Questi procedimenti, del 
resto, vengono suggeriti subito dalla soluzione della corda vibrante di Da- 
niele Bernoulli, e di essi Laplace e Fourier fecero ampia applicazione. 
G. Lame, alle idee precedenli, aggiunse, sistematicamente, quella di un deter- 
minato sistema di coordinate curvilinee, proprio per ogni corpo di forma 
determinata, in cui dovevano, prima di tutto, trasformarsi le equazioni diflfe- 
renziali del problema. E, come dice il Burkhardt (*), Lamé deve conside- 
rarsi certamente come il fondatore di questo indirizzo di ricerca. E opinione 
del Burkhardt che Lamé deve aver credulo dapprincipio di poter trattare 
con questo metodo corpi di qualunque forma basandosi sulla ipotesi erronea 
die ogni serie semplicemente infinita di superfìcie potesse essere riguardata 
come facente parte di un sistema triplo ortogonale e che, quindi, per trovare 
la base più naturale |)er risolvere un problema di fisica-matematica biso- 
gnava cominciare a trovare un sistema di coordinale opportune. Dice ancora 
il Burkhardt che, quando Lamé, più tardi, riconobbe il suo errore, si era 
posto troppo solidamente in un determinato indirizzo di ricerche perchè 
potesse abbandonarlo, anche perchè, malgrado tutto, questo indirizzo fece sor- 
gere una quantità di problemi matemalici inleressanli. Noi possiamo aggiun- 



(*) Opera cil., 4. Lieferung, p. 989. 
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gere clit; a iiuesti |irol)k'nii cnnven^oTio anche eanitleri geometrici beti ile- 
teriuiiiati che servono a dar loro maggiore risaUo e che tutto ciò che, di 
lisica-mate Diati ca, sarit largainciite utilizzabile nella pratica non potrà uscire 
che diffìcìhiiente dalla cen^liia di essi. In un certo senso (|uestì problemi 
della fisica-matematica corrisipondono ai |)rohlemi della dinamica che s'inte- 
grano per quadrature. E, per linìre con quest'argomento, aggtuugeK» le pa- 
role seguenti eoo le quali il Burkhahdt (*) termina le sue considerazioni 
generali sui lavori di Lamé: « Aiiehe dalla posizione assunta da Lamé ri- 
spetto a quistioni generali della teoria della conoscenza e della lìlosolla na- 
turale, si può sostenere che Lamé è stalo certamente l'ultimo fisico eminente 
che abhia partecipato al sogno di tempi anteriori ai suoi, dovesse essere 
possibile ottenere dedutlivaniente i fenomeni fisici, come anche ijuelli della 
meccanica celeste da poche e semplici leggi fondamentali.» 

Le idee di cui abhiamo parlalo hanno rrullilicalo bene. Esse hanno con- 
dotto alla introduzione di un gran numero di funzioni speciali che hanno 
arricchito l'analisi matemalica considercvolmenle e sono stale la base delle 
teorie generali che, a scopo di generalizzazione, e per i bisogni della dinio- 
slrazione dei teoremi d'esistenza, portano il nome di metodi d'integrazione 
per mezzo di soluzioni elementari. 

Molti dei prohlemi particolari risolniì in quesLo primo periodo di tempo 
hanno, incontestabilmente, un valore pratico, ma molti di essi ne hanno 
soltanto uno analitico. Ciascuno di questi nllimi problemi, preso a sé, po- 
teva anche essere trascurato, ma lutti insieme hanno preparato il terreno 
alle hrillanti ricerche moderne. 

Il passarlo dai metodi particolari anlielii ai metodi più generali, mo- 
derni è soprattutto indicato dalla scoperta dei teoremi di reciprocità, da 
Gkee.v a Betti. Per una grandissima parte delle equazioni, o sistemi di 
equazioni, della lisica-niatemalica vale un teorema di reciprocità; e ciò ha 
il suo fondamento nel fallo che queste equazioni possono tutte considerarsi 
come proveiiienli dall'annullamento della variazione prima di certi integrali 
le cui funzioni sotto il segno sono di secondo grado ed omogenee rispetto 
alle funzioni incognite eii alle loro derivate. L in questo fatto che è riposta 
la ragione analitica delle grandi analogie che sussistono fra le eqnazioin 
della fisica-matematica e delle relazioni che quest'ultima disciplina, nella 
quale può ora intendersi compresa anche la meccanica, ha col calcolo delle 
variazioni. 
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Con l'introduzione dei teoremi di reciprocità le ricerche sulle equazioni 
della fisica-matematica hanno cambiato alquanto di natura, o, almeno, hanno 
allargato considerevolmente i loro punti di vista; giacché esse sono allora 
diventate, in gran parte, studii delle proprietà analitiche degli integrali delle 
equazioni stesse; meno ricerche di fìsica-matematica e più di analisi pura. 
Certo, con l'introduzione di quelle funzioni ausiliarie che vanno sotto il nome 
generale di funzioni di Green, i teoremi di reciprocità hanno dato un fondo 
generale alla impostazione ed alla trattazione dei problemi della fìsica-ma- 
tematica propriamente detta; ma in ciò, salvo i pochi casi in cui queste 
funzioni ausiliarie sieno facilmente raggiungibili con l'aiuto della intuizione, 
non c'è che una trasformazione formale del problema, una riduzione del 
problema generale ad uno particolare che si addimostra perfettamente equi- 
valente al primo. Ciò non ostante, i teoremi di reciprocità, il concetto di 
funzione ausiliaria e quello di caratteristiche di una equazione, o di un si- 
stema di equazioni, formano oramai la base più solida per lo studio e la 
penetrazione delle proprietà delle equazioni della fìsica-matematica e di una 
trattazione generale dei suoi problemi. Anzi, dippiù, questi concetti, intro- 
dotti sistematicamente nell'analisi hanno dato i mezzi per approfondire ben 
più vaste categorie di equazioni differenziali. I risultati di Green, di Betti 
e dei numerosi continuatori sulle equazioni a caratteristiche immaginarie, 
quelli di Riemann-Volterra sidle equazioni a caratteristiche reali, quelli del 
Volterra sulle equazioni a caratteristiche coincidenti sono troppo noti per- 
ch'io vogha ancora indugiarmi su di essi fìngendo di dire cose nuove. 

Una grande spinta all'approfondimento dello studio delle equazioni della 
fisica-matematica e origine di scoperte della massima importanza nel campo 
dell'analisi, è stato certo lo sforzo fatto per dimostrare i teoremi d'esistenza, 
specialmente per l'equazione di Laplace e per quella delle vibrazioni tras- 
versali di una membrana elastica. Io non posso cèrto fermarmi a narrare la 
storia di queste ricerche a cominciare dai primi tentativi di Dirichlet-Rie- 
mann a finire alla costituzione di quella superba teoria delle equazioni inte- 
grali ed all'analisi approfondita dei limiti di validità dei primitivi metodi di 
DnticHLET-RiKMANN dovuta primieramente all' Hilbert ed a cui hanno cosi 
bene contribuito i nostri B. Levi e Fubini. Ciò solo richiederebbe volumi. 

Ma poiché s'è presentata l'occasione di parlare di teorie generali, non 
voglio arrestarmi dall'esporre anche una mia opinione. E questa è che, per 
quanto interessanti e fruttuosi possano essere gli studii d'indole generale 
dapprincipio, se essi sono proseguiti troppo unilateralmente, finiscono quasi 
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sempre in un formalismo arido che ha poco valore pratico ed anahtico. GH 
esempii abbondano in ogni ramo delle matemaliche. È soprattutto, credo io, 
lo studio dì problemi particolari, specialmente se ([uesti sono da lungo tempo 
nettamente indicati per le loro diflìcoltà tecniche, che può far nascere idee 
nuove, o gettare nuova luce e dare importanza ad idee vecchie che prima 
pareva non ne avessero, o ne avessero poco. 

* * 

m 

Uno degli esempii più cospicui (h equazioni della fìsica-matematica è, 
senza dubbio, quello delle equazioni di un solido elastico, isotropo. Ed io 
mi fermo volentieri su di esse anche perchè la storia delle ricerche relative, 
ini è parsa qualche volta, non sia da noi italiani che pure tanto abbiamo 
contribuito al loro progresso, sufficientemente nota. 

Le equazioni dell'equilibrio e del movimento dei corpi elastici furono 
date la prima volta da Navieh nel 1821 fondandosi sulle ipotesi della costi- 
tuzione molecolare dei corpi e della dipendenza delle azioni elastiche dalle 
azioni a distanza delle molecole. Alle ricerche sulle ipotesi che possono 
servire di fondamento alla costituzione di queste equazioni hanno poi con- 
tribuito potentemente Poissox, Cauchv, Green, Thomson ed altri; ma al- 
Tanalisi di queste ricerche, come alle molte discussioni che ne sono deri- 
vate, non ci fermeremo anche perchè l'argomento sconfina dai limiti della 
nostra conferenza. Appena trovate queste equazioni cominciò lo studio dei 
problemi particolari. Dico subito che di questi problemi particolari io con- 
sidero soltanto quelli in cui la forma del corpo è speciale, mentre le condi- 
zioni al contorno sono assolutamente generali. Lo studio di questi problemi 
è stato iniziato da Lamé e Clapeyhon per i quali, come per tutti i vecchi 
autori, le condizioni al contorno consistevano nel dare le tensioni. Ad essi si 
devono soluzioni più, o meno, complete dei problemi deireciuilibrio elastico 
di un corpo limitato: 1." da un piano, o da due piani paralleli; 2.^ da un ci- 
lindro di rotazione, o da due cilindri di rotazione aventi uno stesso asse (*); 
X^ da una sfera, o da due sfere concentriche (**). Veramente solo gli ultimi 
di questi problemi sono stati condotti a fondo da Lamé, mentre degli altri 



(*) JourtMl fiir Afaf/i., Hd. 7, paj?. 4()0. 
(*•) Journal de Math., voi. 19, pag. 51 ; Le^^ns sur leu coord, curv., pag. 2tK). 
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può dirsi che i due autori non abbiano dato che abbozzi di soluzioni (*). Si 
può anzi aggiungere che Lamé, anche per il problema di un corpo limitato 
da due sfere concentriche, ha evitato di fare un esame approfondito dei 
singoli termini e di ricavar tutte le deduzioni ch'egli aveva in mente, per 
quanto a ciò sia stato indotto, più che altro, da ragioni di opportunità. 
Nel suo libro: Legoiis sur les coordoniiées curvilignes, dopo aver esposto 
la soluzione del suo problema, dice: «Une digression trop étendue, sur une 
question particulière de la théorie mathématique de Télasticité, pourrait 
donner quelque apparence de raison, à ceux qui ne veulent voir, dans la 
grande généralité de celle Ihéorie, qu'une complicalion inextricable, et qui 
l)réfèrent et prònent des procédés hybrides, mi-analytiques et miempiriques, 
ne servant ([u'à masquer les abords de la verità ble science >>. Queste parole 
di Lamé possono utilmente ripetersi anche adesso. 

Per dare al nostro discorso una base più precisa, ricordiamo le equa- 
zioni deire([uilibrio di un corpo isotropo, di cui ci occupiamo. Se indichiamo, 
come di solito, con te, v, w le com|)onenti degli spostamenti, con la dila- 
tazione elemenlare, con q^, ct^,, o^ le componenti della rotazione, con X e p. 

02 ^2 ^2 

le due costanti di Lamé e col simbolo A^ l'operazione o -• + 0— a + >r-i » 

si ha 

f. d n . d V . dìv 
dx oy oz 

1 (d ìv d v\ \ [d n d ir \ \ [dv d ti 



^ |'?"l_^'ì - • (Sn_dir\ 

2 \a7 dz)^ "^-'^"2 [dz dxj' 



2 \dx dy, 



e le equazioni in discorso possono accpiistare una qualunque delle due forme 
seguenti : 

supponendo che le forze di massa siano mdle. Si sa che le condizioni al 
contorno si possono dare in varii modi e noi, quando non lo diremo espres- 
samente, le lascieremo indetcrminate. 



(*) Noi libro: Le^ous sur la théorie mnth. de Velasi, des corps soUdes^ alla fine della 
pag. lOi, Lamé slesso fa degli apprezzanieiiU su (jueste soluzioni nel senso da noi indicato. 
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Le idee che sono servite di base ai varii autori per risolvere i problemi 
di cui discorriamo, le raggrupperemo cosi : 

1.^ idee di Lamé e Clapevron, 

2.® idee proprie di Lamé, 

3." idee di Thomson, 

4." idee di Borchardt e di Boussinesq, 

5." idee di Bbtti-Cerruti ed affini, 

6.^ idee di Gesaro e di Almansi, 

7.^ idee dell'autore. 
Gli autori che hanno lavorato sulle idee dei primi tre gruppi si servono 
sempre di rappresentazioni analitiche per sviluppi in serie. Quelli invece che 
hanno lavorato sui tre gruppi di idee successive hanno avuto di mira rap- 
presentazioni analitiche per quadrature. Nei lavori dell'autore la quistione 
della speciale rappresentazione analitica non è una quistione principale. 

Le idee di Lamé e Glapeyron sono esposte nel 7.^ voi. del Jonr, fUr 
Maih. Giò che c'è di fondamentale in ques4e idee sono le osservazioni che 6 
soddisfa all'equazione A* 0=0 ed u, t\ w all'equazione A*A'<p = 0, in modo 
che determinati gli integrali generali di queste equazioni riesce agevole tro- 
vare i tre integrali particolari dell'ultima dell'equazioni citate che danno l'in- 
tegrale generale delle (1). 11 problema è allora ridotto a soddisfare alle con- 
dizioni al contorno. Però i detti autori non hanno indicato nessun mezzo 
generale per trovare, sotto forma conveniente, adatta per ogni corpo di forma 
determinata, l'integrale generale dell'equazione a' a* <p = e si sono conten- 
tati di applicare questi principii ai problemi di un corpo limitato da un 
piano, o da due piani paralleli (*). Questi metodi hanno avuto una più grande 
applicazione nelle ricerche del Mathieu sul problema del parallelopipedo ret- 
tangolo (**), ricerche che Lamé stesso aveva iniziate indicandone le diffi- 
coltà (***). Le idee di Lamé-Glapeyron hanno un valore indiscutibile, \yero 
sono state sopraffatte dalle idee successive e, presso di noi almeno, quasi 
del tutto dimenticate. Tanto che il Gesaro nel suo libro, del resto, come 
tutti i libri del Gesaro, bellissimo, dopo aver esposta la soluzione del pro- 
blema del corpo limitato da un solo piano, data dal Gerruti, e prima di 
darne un'altra sua personale dello stesso problema, nella quale c'è pure 



(*) Journal fftr Math,, Rd. 7, p«ig. 400. 
(**) Théorie de Velasi, des corps solide^, 2* partie, pag. 140. 
(•**) Ijegofis sur la théorie math. de l'él/tst., pag. 151. 
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tanto delle idee di Lamé-Glapeyron, asserisce : Il prof. Cerruti ha trattato 
il problema precedente « per dare unHlluslrazione abbastanza facile del metodo 
generale > proposto da Betti. Quando non si ha in vista qiissto scopo, tna si 
vuole soltanto raggiungere la soluzione del problema dei suoli elastici^ è ben 
facile pervenire con procedimento piii rapido e diretto alle formale generali 
ottenute dal prof, Cehruti, e ciò senza rinunciare a « condurre la soluzione 
in modo che possa somministrare qualclie lume per la trattazione di problefni 
aìialoghi per corpi di forma piii complicata > (*). Basta infatti riguardare 
provvisoriamente come nota la dilatazione cubica 6, calcolar poi gli sposta- 
menti (m, t;, w), e dedurne V espressione di 0: questa funzione si trova così 
isolata in una relazione che scrive a d etermi f tarla {**). Ora Lamé e Clapeyhon, 
nella Memoria citata, si esprimono, precisamente, così : Pour intégrer generar 
lement les équations du § 8 (equazioni (1)); il convieni de chercher d'abord 
r intégrale generale 0, et de la substiluer dans ces équations^ mises sous la 
forme:,., (la forma di cui si parla è la forma (1)); on integrerà ens^uite gè- 
néralement ces équations différenUelles, et il ne resfera plus qu'à exprimer que 
les valeurs générales de u, r, ir, 0, satisfont à Véquation 

= ^-:?* + ^^ + ^^. 

dx dy dz 

Ces integration^ n'offrent par elles mémes aucune dlfficulté nouvelle; mais 
les fonclions arbitraires qui enlreront dans les intégrales gémrales obtenues, 
doivent étre déterminées d'après les condition^ données du nouvel état d'equi- 
librCy et cette determiìtation exige des recherche.'i parliculières (***). Dunque, col 
Cesaro siamo allo stesso punto che con Lamé e Clapeyron, forse anche più 
indietro. Dal modo di esprimersi del Gesauo si deve arguire che egli non 
conoscesse la soluzione del prohlema di cui si occupa, data da Lamé e 
Clapeyhon. In quanto a me, devo dicliijirare francamente che la lettura del 
libro del Cesaro mi ha tratto in inganno ed ho attribuito completamente 
a lui ciò che era dovuto ai menzionati autori (****). Più tardi anche il Bogoio 



(*) Le parole virgolate sono del prof. CERium, Mem. delVAcc. dei Liìiceiy 1882, 
paj?. 81. 

(**) fntrod. alla teoria mal. deìVelast., pag. HO. 
{***) Journal fiir Mafh.^ Bi\. 7, pag. 155. 
(•»»*) Aun. di Mat,, s. IH, t. Vili, 190^; line della Meni. 
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dev'essere caduto nello stesso incanno (*) e pare, non si sia accorto die il 
merito dì essersi ingannati pel primo tuerava a n)0. 

Il gruppo d'idee a rui diamo Ìl nome di Lami^: è quello di rui (|uest'au- 
tore s'è servito per ottenere la soluxinne del problema pel corpo limitalo da 
due sfere concentriche (*•). Lamé, sej,'ue[ido la seri*,' delle idee che enino così 
fortemente radicate in lui, lia creduto di rendere più agevole la soluzione 
dei problemi di equilibrio elastico, trasformando le equazioni fondamentali 
del problema in un sistema di coordinate curvilinee, scelto oppnrtnnaniente 
per ogni corpo di forma determinata. QuesLt convinzione di Lam^; trovò anche 
il terreno preparato per essere generalmente assorbita e le primitive idee 
di (jAMÉ-Glapeyrov parvero piuttosto soltanto adatte per le eoordinate car- 
tesiane. Dopo aver trasformale le equazioni in coordinate curvilinee,' Lamé 
determina: t." l'espressione più generale di ft, in «jueste coordinale, 2." er, , 
a,, t3, dalle e<|uazìoDl trasformate delle (2) che, com'è noto, rnnserTano la 
stessa forma qualumjue sia il sistema di coordinate cui-viHnep, ortogonali 
che si adopera, :{." le espressioni di u, v, w dalle relazioni che legano (fne- 
ste quantità con in,, tn,, Cj. Uoiìo ciò resta da determinare le rostaTiti che 
entrano tkelle espressioni di «, v. w in modo da soddisfare alle cnndìzioni 
in superticie. Ma regole generali per fare Intli questi passi non sono state 
indicale riè da Lvmé, né da tjuelli che dopo di Ini hanno voluto seguire le 
sue orme. Di questi noi citeremo sollanto VVanorhis (♦*•) e Jaehisch (•*•*) 
che hanno cercato di estendere il metodo di LamS sistematicamente a tulle 
le superticie di rotazione. Però per pochi casi soltanto sono andati in fondo 
e, soltanto |jer il toro circolare, WASOEntN ha delerininalo le costanti con i 
metiMJi usuali. Notiamo infatti rlte il problema della ileterminazìone delle co- 
stanti, per sotldisfare alle condizioni in superficie, può offrire le più gravi fUI- 
coltà se le soluzioni elementari con cui è composta la soluzione generale che 
si trova seguendo le idee di Lamé-Clapeyhon, ovvero quelle di LamI^, non 
soddisfano alle condizioni di ortogonalità. 



(■) Vedi l"intr, alla Nola: Sulla, lieform. <h imn sfem fl'i«i. i.«>ti:. Atli .lfll;i fi. Aev. di 
Torino, voi. XLt. 19(W. 

("") Vedi la fil. (") a ]tag. 131. — ti iiit-lodu ili« Lamé e Ci.apeyhom hanno mdlrHlo 
I>pr risolvere il prohletnii <\fl corpo limiliitu da due tiiltndri di rotazione avanti lo utes^^o a.s^e. 
partecipa ifei i." p del ì." gruppo d'idee. 

(•") Areh. MrOk. Phys.. t87:i, pag. 113. 
(•"•) Jour. [iir Maih,, Bd. IU+, 1889, pag. 177. 
AnHali di Matematica. Serie III. Tomo XV. 18 
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Il Thomson non si occupa che di una quistione particolare: del problema 
del l'equilibrio elastico di un corpo limitato danna sfera, o da due sfere con- 
centriche (*), problema già risoluto da Lamé. Malgrado ciò si possono rilevare 
nella soluzione del Thomson due idee che hanno una importanza che su- 
pera certamente l'applicazione al caso particolare ch'egli ne ha fatto. In primo 
luogo l'autore mostra che la trasformazione delle equazioni dell'elasticità 
in coordinate curvilinee può non essere utile e, tanto meno, necessaria 
per risolvere problemi di equilibrio elastico; in secondo luogo Thomson mo- 
stra che nella risoluzione di questi problemi si possono impiegare utilmente 
serie di polinomii. In quanto al resto i suoi procedimenti non differiscono 
sostanzialmente da quelli di Lamb-Clapeyron che così vengono ad acqui- 
stare una molto maggiore estensione di applicabilità. Le idee di Thomson 
sono state sfruttate ampiamente ed, in Inghilterra, varii autori le hanno 
applicate a numerosi problemi particolari su corpi limitati da una sfera, da 
una superfìcie quasi sferica e da una superfìcie ellissoidica (**). Esse hanno 
avuto la maggior estensione nelle mani del Somigliana (***) e dei Gos- 
SERAT (****) i quali autori ne hainio fatto il punto di partenza per la costi- 
tuzione di un metodo generale d'integrazione per mezzo di soluzioni ele- 
mentari. Ai GossERAT si deve anche un tentativo per la effettiva determina- 
zione di queste soluzioni elementari, sotto forma di polinomii, per il caso di 
un ellissoide qualunque. Su quest' ultimo argomento vi sono anche alcune 
note del Boggfo, sulle quali avremo da ritornare in seguito. 

Il metodo di cui si serve il Borchardt (*****) per ottenere la soluzione 
del problema della sfera è ancora quello di Lamé, ma in esso si sente forte- 
mente anche l'influenza della soluzione di Thomson. Il metodo di Borchardt 
per la sfera e di Boussfnesq (******) pel semispazio non contengono idee gè- 



(*) Phyl Trans. Roy, Soc, voi. 153 (1863). — Kelvin and Tait, A^o^. PhiL, parte II. 
(**) Per tutte queste ricerche si può consultare utilmente: Love, Tjehrbuch der ElO' 
sticiUUy (trad. di A. Timpk), Gap. XI. 

(*•*) Rend, Ist, Lomb., voi. 24 (1891), pag. 1005; idem. voi. 29 (1896), pag. 423. 
(****) (Jomptes reniìus, voi. 126 (1898), piig. 1089; idem. voi. 127 (1898), pag. 415; idem, 
voi. 133 (1901), piig. 145, 271, 326, ;^1, 382. 

(*****) Berlin Monntsber,, 1873, pag. 9. Ges, Werke, pag. 247, 307. 
(******) Comptes remhis, voi. 86 (1878), pag. 1260; voi. 87 (1878), pag. 402; voi. 88 (1879),. 
pfig. 331, 375, 701, 741. — Applic. dea potentieìs, pag. 21. — Vedi anche Clebsch-St. Venant, 
Élasficitè, pag. 374. 
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iieralì lìroprie, ma ad essi si devono le jirinic soluzioni per integrali dedniti 
e. si può dire, con essi comincia, |)er queste ricerche, una nuova èra. 

La Memoria, veramente mirabile, del Betti (*) sulle equazioni della ela- 
sticità gettò su queste un fascio di luce nuova, inattesa, e preparò, sper.ial- 
mente in Italia, una Horitura rii lavori quale poche altre Memorie possono, 
vautannii di aver prodotto. II suo teorema di reciprocità dovette sembrare una 
rivelazione. Con mezzi semplicissimi dava già una folla di risultali e per- 
metteva di penetrare addentro nelle proprietà analiticiic delle equazioni di 
cui si tratta. Le analogìe che già metteva in vista con la teoria del poten- 
ziale, la possibilità di adoperare funzioni ausiliarie, analoghe a quelle di 
Green, per risolvere i problemi di equilibrio elastico allargavano grandemente 
le idee anehe nel campo dell'analisi pura. Le soluzioni già citate di Boit- 
cHAKUT e di BocesiNESQ, per mozzo di quadrature, la speranza di riu-sfire a 
soluzioni analoghe col metodo di Green generalizzato, la riuscita del metodo 
di Green, in numerosi casi, per l'equazione di Lapi.aiik hanno dato alle idee 
del Betti, anche in quanto erano metodi d'integrazione, un valore grandis- 
simo ; il elle era poi molto naturale. Gli antichi metodi furono per conse- 
guenza tne.ssi da parte e dimenticati, mentre la tiducìa nei nuovi metodi an- 
dava crescendo, grazie soprattutto al lavoro perseverante del prof. Geh- 
HL'Ti (*•). Le idee del Betti furono coltivate sotto Lutti gli aspetti e fra i pii'i 
fedeli interpreti ed i migliori continuatori dell'opera del Betti dobbiamo 
citare il Somiolta.sa nella memoria: Sulle equanoni dell'elasticità (***). Per 
scopi scolastici i metodi d'integrazione delle equazioni dell'elasticità, basati 
sull'uso del teorema di reciprocità e sull'impiego di funzioni ausiliarie ana- 
loghe a quelle di Grekn, lianiio avuto più sinunetrica applicazione dal pro- 
fessore V'oLTEiiBA i cui risultali sono stati pubblicati dal Lalhicella (*•*•). 

I lavori del Crsako (•♦'**) e dell'Ai-MANsi (*•**♦*) rappresentano un completo 
ritorno all'antico. Forse .senza neanche immaginarlo, hanno licliiamato in onore 
le antiche idee di Lamé-Clafeyhon. In ordine di tempo è discretamente j>rima 
il Cesaro, Senza alcun dubbio, nelle idee di questo autore c"è qualche cosa 



(•) TeoTMi deU-elasticilà. Nuovo Cini., voi. 7. 8, 9. 10, a. 3.". (1872-73). 
{••) Mem. ìMVAtx. (tei Liiieei, voi. 13. s. 3." (I88i). pag. 81 ( pillici pai nifin le). 
('*•) Ami. di Mot., v»l. 17, s. 2.* (IWflI). [tag. 41. 
(••••» Ann. ilelbt Muoia norm. tfi Pisa, voi, 7 (IMU). 
. (••••") [ntroilut.. euc, pag. 120. 
{»—") Mem. deUa R. Acc. di Ibritw. a. 3.», voi, 47 (1807). 
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di più che in quelle di IjAmk-Clapkyron; e questo qualche cosa di più 8*è 
iiilrodotto, si può dire, da sé suggerito dalia rappresentazione per quadrature 
che il Cesaro aveva in niente di ottenere. Lamé e Clapevron cercavano 
dapprima soltanto soluzioni elementari delle equazioni della elasticità, con 
.queste formavano le soluzioni generali e passavano poi a soddisfare alle 
condizioni al contorno. Nella loro mente era ben fisso che Tultima parte 
del problema doveva essere quella di soddisfare alle coudizioni ai con- 
torno. Invece il Cksako determina dapprima gU integrali delF equazione 
degl'elasticità quando sia supposto nota 6 in modo che sieno soddisfatte 
le condizioni al contorno; quindi passa alla determinazione di f*. Se si 
pensa alle difficoltà che si possono incontrare quando si passa a soddisfare 
alle condizioni in superficie seguendo il metodo di Lamé-Clapevron, o 
(juello di Lamé, si troverà che questo del Cesaro non è un passo privo 
di importanza. Ma nel Cesaro non c'è nessuna idea generale, oltre a delie 
vaghe indicazioni, che possa guidai*e alla determinazione delle funzioni m, c;, tr, 
quando ò nota, soddisfacenti alle condizioni al contorno. Anzi si esprime 
in modo come se la soluzione del problema speciale al quale s'è applicato, 
sia dovuta a circostanze speciali che si riscontrano nel caso suo. A queste 
idee del Cesaro, TAlmansi aggiunse il risultato, chiaramente espresso da lui 
per la prima volta, contenuto nel teorema che ogni funzione biarmonica si 
può esprimere per mezzo della somma di una funzione armonica e del pro- 
dotto di. un'altra funzione armonica pel quadrato del raggio rettore contato 
da un punto fisso. Questo teorema, insieme alle idee che già si trovano nel 
Cesaro, hanno condotto ad una soluzione molto semplice del problema della 
sfera, oltre che alle soluzioni di altre quistionj congeneri relative alla sfera. 
Al BoGcao (*) si deve l'estensione di questi metodi ad una rilevante cate- 
goria di aree piane la cui idea prima è anche dell'ALMANSi (**). 

Riassumendo il fin qui detto, troviamo che l'esperienza è venuta dimo- 
strando che, di tutti i metodi immaginati per ottenere la soluzione di pro- 
blemi di equilibrio elastico per im corpo isotropo, quello più antico di Lamé 
e Ci.apevron si è dimostrato il più adatto; e, di passaggio, osserviamo come 
spesso è difficile rintracciare la via giusta nella scienza. Ma le soluzioni, fin 
qui date, si fondano tutte su particolarità inerenti al problema speciale da 



(♦) Affi delìn H. Acc. di Torim, voi. XXXV (IIXK)). — .Vuoilo dm., s. 1.*, voi. XII (1900); 
idem, s. 5.", voi. 1 (IIK)I), Atti del H. IstUuto veneto, t. LXI, (1901-1902). 

(**) Sulla ricerca delle funz, poli^rm,, Reiid. del Ciic. mat. di Palermo, t Xill (1899). 
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risolvere. Per avere un indirizzo generale, restava da indicare la via da se- 
guire per determinare i tre integrali particolari dell'equazione A' A* <p = che, 
nello stesso tempo, soddisfino alle equazioni dell'elasticità quando 6 è nota 
ed alle condizioni al contorno. Raccogliendo il meglio dai predecessori, 
come l'esperienza m'insegnava, ho potuto superare felicemente questa diffi- 
coltà con l'aiuto delle funzioni ausiliarie che s'incontrano nella teoria del 
potenziale e questa parte del problema è ricondotta completamente nel 
campo delle funzioni armoniche (*). Il metodo resta valido anche nel caso 
in cui agiscono forze di massa (**). Resta poi da determinare 6 dalla solita 
equazione funzionale nella quale quistione si raccolgono principalmente le 
difficoltà per risolvere i nostri problemi. E così la serie dei problemi d'equi- 
librio elastico risoluti s'è venuta, di molto, accrescendo (***). 

Fra i problemi d'equilibrio elastico più tentati si deve annoverare cer- 
tamente quello dell'ellissoide generale, o di rotazione. E la risoluzione di 
quest'ultimo problema sta, per me, a dimostrare la bontà delle idee da me 
introdotte. Non credo cosa inutile, per concludere, di riuin're (jui alcuni 
cenni sulla storia degli sforzi fatti per risolvere il problema dell' ellissoide 
come può risultare da documenti sicuri ; pensando anche che il problema del- 
l'ellissoide di rotazione può avere una importanza eguale, se non superiore, 
al problema della sfera elastica e dell'ellissoide fluido rotante nella teoria della 
figura dei pianeti. 

Seguendo la serie delle idee di Lamé relativamente ai problemi di ela- 
sticità e, più in generale, relativamente ai problemi di fisica-matematica, si 
acquista subito la convinzione che egli deve aver tentcìto, a più riprese, di 
ottenere la soluzione del problema dell'equilibrio elastico di un ellissoide 
generale ed anche, più particolarmente, di un ellissoide di rotazione. Nel suo 

Hbro: L€f4)n8 sur les coordonnées ciirvilignes, ecc (§ CLXXIX, pag. JW7) dopo 

aver esposta la soluzione del problema del corpo limitato da due sfere concen- 
triche, egli nota che con ciò è dato il primo esempio di risoluzione di problemi 



(*) Ann. di mot., 8. 3.«, voi. 8 (1902). 
(•*) Rend, del Circ, mai. di Palermo, voi. 17 (19a3). 

(***) Ann. di mal., 8. 2.», voi. 10 (1904); Rend. déU'Acc. dei Lincei, 8. 5.\ voi. 13 (i90i); 
idem, 8. 5.*, voi. 14 (1905). 
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di equilibrio elastico di corpi limitati in tutti i sensi ed aggiunge: n y a tout 
lieu de peìisery quon ne réussira^ daìis la niéme voie^ avec un autre systènie or- 
thogonaly qu'en lui découvranty d'abord, la fa^^ullé analogue^ de développer si- 
multatìénient deux ou trois foìtcliona, de une ou de deux de ses coordonnées. Non 
dico già che queste parole suonino per noi completamente chiare. Da esse 
si può però trarre sicuramente la convinzione che Lamé, al quale devesi Tin- 
troduzione nella iìsica-matematica dell'ellissoide e delle coordinate curvilinee 
corrispondenti, deve avere sperimentato se le condizioni ch'egh aveva in mente 
erano verificate nel caso deir ellissoide che, dopo la sfera, è il corpo più 
semplice che sia limitato in tutti i sensi. Però su questi tentativi non si sa 
che Lamé abbia nulla pubblicato. Pugnali tentativi devono essere stati fatti, 
in primo luogo, dal Mathieu che era così nutrito delle idee di Lamé e che 
pure ha lavorato abbondantemente sugli argomenti vicini delle vibrazioni 
trasversali di una membrana ellittica e della propagazione del calore in un 
corpo ellissoidale. In secondo luogo, dal Wangeiun (*) i cui lavori abbiamo 
avuto già occasione di citare e, forse anche, dal Jaeiusch (*) che ha conti- 
nuato i lavori del VV^anoeiun. Altri tentativi, infine, condotti da altri punti 
di vista devonsi al Somig liana (*), al Creb (**), ad E. ed F. Cosserat (♦**) ed 
al BocjGio (****) ai quali si devono dei tentativi per la ricerca delle soluzioni 
elementari sotto forma di polinomii. Però le difficoltà materiali che restano 
sempre da superare in queste ricerche fanno sì che esse restino sempre 
molto lontano da una effettiva soluzione del problema. Quanto la importanza 
del problema fosse nella coscienza di molti risulta anche dai numerosi casi 
particolari che diversi autori si sono proposti di risolvere e fra i quali ci- 
tiamo : C. Cree (*****), D. Edwardes (******^^ J^. Lecornu (***♦*♦*), A. Vi- 

TERBl (****♦***). 



(*) Remi, delVIst, lomb., s. 2.^, voi. 24 (1891). 
(»*) Quart. Journ. of Math., voi. 27 (1895). 
(*♦♦) Comptes renfìus, voi. 127 (1898); voi. 13:3 (1901). 
(***») liemf. dell' Acc. dei Lincei, s. 5.", voi. 15 (1906). 
(****») Quart. Journ. of math., voi. 23 (1888). 
(******) Quart. Journal of Mat. voi. 20 e 27 (1893, 1894). 
(*******) Cowptes rendus, voi. 123 (1896). 
(********) Atti deWAcc. dei Lincei, s. 5.?, voi. 12 (1903). 
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* * 

Domando scusa se qualclie volta ho dovuto parlare di me. Io non de- 
sidero altro che le ricerche di cui abbiamo discorso, per loro stesse soltanto, 
sieno, possibihnente, apprezzate anche dagli altri cultori della scienza. Per 
indurli a ciò, non parlerò dell'entusiasmo il più vivo col quale Lamé circon- 
dava queste quistioni. Poniamo pure che Lamé sia eccessivo quando paragona 
il problema dell'equilibrio elastico di un parallelepipedo rettangolo al pro- 
blema dei tre corpi (*), lo addita, per le sue difficoltà, agli sforzi dei futuri 
studiosi e si adopera perchè sia messo a concorso ripetutamente dall'Acca- 
demia. Ma è, per lo meno, indubbitabile che questi problemi sono stati sul 
tappeto per diverse generazioni e fra i più ribelli della fìsica-matematica. E 
ciò dovrebbe bastare perchè sia tenuto buon conto di ogni sforzo fatto per 
raggiungerne la soluzione. Io, d'altra parte, sono convinto che, all'infuori 
di qualunque dibattito sulla loro importanza pratica, quando queste ricerche 
saranno chiuse, esse formeranno uno dei più splendidi capitoli di applica- 
zione della teoria delle funzioni armoniche. 



(*) LeQons sur la théorie math. de Véìast , pag. 1»76. 
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Nuova esposizione 

della geometria infinitesimale 

delle congruenze rettilinee. 



{Di Gustavo Saxnia, a Tornio.) 



Le forme fondamentali della congruenza. 

1. Jja via generalmente seguita per lo studio delle congruenze retti- 
linee (o sistemi <x)* di raggi) dal punto di vista della Geometria Infinitesimale, 
è quella aperta dal Kummer con la sua classica Memoria (*). 

Secata la conginienza con una superficie di partenza S, su ogni raggio g 
si prenda come punto di partenza (origine) il punto (o uno dei punti) M 
ove g incontra S e si scelga un verso positivo. Riferita la superfìcie S ad 
un sistema qualunque di coordinate curvilinee (w, v), la congruenza è ana- 
liticamente definita quando si conoscono in funzione di u e v le coordinate 
X, y, z del punto M e i coseni direttori X, Y, Z del raggio g. 

Il punto Jtf'(X, r, Z) della sfera 

è l'immagine sferica di g e, variando ti e t?, descrive r/ini»a(jr/ne sferica della 
congruenza. 
Posto 

«-s(!f)'. r^^f„f„- «=s(|f)'. 

^dX dx , ^dX dx ^, ^dX dx ^dX dx .^^ 

^ou ou ^ou ov ^ ov cu ^ ^ dv dv ^ 



(•) AUgemeine Theorie der geradlinigeìi Strahlensysteme (Crelle*8 Journal, voi. 57, 1859). 
AnncUi di Maiematica, Serie III, Tomo XV. 19 



144 Sannia: Nuova esposizione della geometria infinitesiììiale 



il KuMMER introduce come forme fondamentali della congruenza le due forme 
differenziali quadratiche 

d8"= "^dX'zzzEdu' + ^Fdudv+Gdv^ (3) 

^dxdX = edn' -]-{f+f')dudv-]-gdv\ (4) 

In questo lavoro mi propongo di esporre i fondamenti della teoria delle 
congruenze rettilinee, seguendo altra via: sostituendo cioè alla (4) un'altra 
forma quadratica che stimo più conveniente. 

L'utilità di questa sostituzione apparirà in seguito: si vedrà che le nuo\e 
formole esprimono meglio le proprietà intrinseclie della congruenza (ossia 
le proprietà della congruenza in se) e che la superficie di partenza prende 
nettamente il posto che le competo, cioè di onte utile, ma non indispensa- 
hile; si noterà infine la completa analogia delFesposizione con quella della 
teoria delle superfìcie. 

Ma ci si può convincere a priori dell'utilità della sostituzione, osservando 
che delle due forme del Kummer solo la prima ha un significalo intrinseco (*); 
invece la seconda è intimamente legata alla superfìcie di partenza, cioè ad 
un ente sussidiario ed estraneo alla congruenza e muta con essa. Di più 
nella esposizione del Kummer uua proprietà intrinseca della congruenza non 
sempre è espressa da una relazione tra i soli coefficienti delle due forme, 
hensì questa contiene anche elementi della superficie di partenza; quindi 
per lo studio della congruenza non hasta la conoscenza delle due forme. 
Per esempio, la proprietà di mia congruenza di essere normale o di avere 
le due superficie focali coincidenti (proprietà intrinseche) sono rispettivamente 
espresse dalle relazioni 

f=f\ 
\g E -(f+ r) F+eGY ^ i{E G - F'') {eg - f r)=^0; 

ora, note solo le due forme fondamentali^ è noto f-\-f\ ma non sono note 
f ed f separatamente, quindi non è possihile verificare se queste relazioni 
sieno o pur no soddisfatte. 

E quasi superfluo avvertire che le proprietà geometriche delle congruenze 
contenute in questo lavoro non sono nuove, almeno in generale : esse si tro- 



(*) Essa infatti rappresenta il quadrato deirelemento lineare sferico ed il quadrato del- 
l'angolo di due raggi infinitamente vicini y (u, v) (/'(le + cf n, l'H-ffr). 
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vano o nella Memoria del Kummer o in lavori posteriori (*). Nuovo è il con- 
cetto di indicatrice (§ 6). 

2. Manterrò la prima forma fondamentale (3) e supporrò che sia de- 
finita, cioè che sia 



dX 

du 


dx 

dv 


dY 
du 


dY 

dv 


dz 


dz 



X 



du dv 



= EG — F'>0. 



Sia d<s la minima distanza fra i due raggi infinitamente vicini 

a («*, ^), g' {u + du, v + d v). 

Il punto G ove essa incontra g ed il piano gd^ sono il puìito centrale 
ed il piano centrale di g relativi a j/. Q è un punto della linea di stringi- 
rnento per ogni rigata della congruenza contenente g e g. Tali rigate si toc- 
cano in ogni punto di j/, perchè in ciascuno di essi hanno a comune il piano 
tangente: questo piano nel punto Q è il piano centrale e in ogni altro punto 
di g si può determinare con la nota legge di Chasles sulla distribuzioìie dei 
piani tangenti 

tg6 = -' 

ove t è l'ascissa del punto rispetto al punto centrale, 6 l'angolo del piano 
tangente corrispondente col piano centrale e p il parametro distributore 



P 



da 



d s 



L'angolo 6 è compreso fra — ^ e ^y ed il suo segno dipende dal senso 

secondo cui rota il piano tangente quando il punto di contatto si muove 
su p a partire dal punto centrale Q, Per un osservatore situato lungo il senso 
positivo di g coi piedi in Qy la rotazione avverrà nel senso positivo (da de- 



{*) Cfr. per es., Zindler Liniengeoìnetrie, 2«'* Bd., Hensel (Creile ÌOi), ecc. 
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slra a sinistra) se p è positivo e nel senso negativo se p è negativo. Nel 
primo caso la rigala può dirsi sinistrorsa e nel secondo destrorsa. 

Se p = 0, £/ e f/ si incontrano ed il piano tangente gg' è stazionario 
lungo g; allora la rigata si comporta in g come una sviluppabile. 

3. Or consideriamo due rigate della congruenza passanti per g e ri- 
spettivamente per i due raggi infinitamente vicini 

g' (u + rf w, v-\-d v), g" {u-\-8u, t; + S v). 

Dirò angolo delle due rigale in g l'angolo dei corrispondenti piani cen- 
trali di g, ossia l'angolo delle minime distanze da e Sa di {/ da (/ e p*. 

E facile stiibilire delle formolo per il calcolo degli angoli. 

Si osservi infatti che da e la sua immagine sferica ds' sono ortogonali, 
come pure S a e 8s\ e che tutti e quattro sono parallele ad un piano, perchè 
ortogonali a g, quindi: Vangolo di due rigate è eguale all'angolo delle loro 
immagini sferiche. 

Questa semplice osservazione permette di applicare alle congruenze le 
relazioni angolari note sulla sfera o, più generalmente, su di una superficie 
qualunque (*). 

Quindi l'angolo di due rigate è dato dalla formola 

. , ^ V Edu^u-}-F(du8v-\-dviu)-{-Gdviv ,^^ 

cos(da, òa)= i \ \ f \ ^ ,p. 

sl{Edu'+^2Fdudv+Gdv'}{ESu'+^F8tiSv+GSv') ^ 

da cui segue la condizione di ortogonalità di due rigate : 

Edu8u + F(du8v + dvSu) + Gdv8v = 0. (6) 

In particolare, Tangolo &> delle rigate coordinate w, v è dato da 

F 



COSO) = 



sIeg' 



quindi F = è la condizione necessaria e sufficiente affinchè le rigate coor- 
dinate sieno ortogonali. 

Ancora: l'angolo 6 che una rigata passante per g e g fa con la rigata t; 
(t; = costante) è dato da 

Jeg 



cos 



sjE \ <i^ rf^V \JF d^ 



(*) Cfr. Bianchi, Lezéotn di Geometria Differeremnale, 3.* ed., voi. I, § 42. 
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o, se le rigate u, v sono ortogonali, da 

Del resto le formole precedenti si possono dimostrare direttamente, me- 
diante le altre facili a stabilire (*) 

. , , \ dv dui \ dv du 

COS (rf T, x) = 



cos (rf a, ^) = 



COS (rf G, z) = 



A ^/i?rf w' ^^IFdtidv + G d v' 

\ dv dui \d il II 1 

A sIEd u' + 2"Frf ii rf «; + Glfi? 

\ dv a nj^ \ dv d u) 

A \IE d ii'T'I F d ni dv + G d v' 



ove A è il valor positivo del radicale ^ÈG — F*. 
4. Si ha 

quindi, per le (8), 

D d u' + 2 D' d a d v + ir d y- 
v' E d u' -i-^2Fd ud v + (fdv' 



dG = — 



ove D, //, D" (e a) sono funzioni di ii, v definite dalle fonnole 



^= A i^^aViTù-^^ alzaie) 

(; y ^^\ ^^ — F X -— ^^ì 
^ ^ d ti da ^ dv dui 

1 / a^v a J3 _ p -, a.Y ax\ 
A \^^-^aM"at; -^ at? a^v 



i)— x= ^ 

A 






(8) 



(i>) 



(*) Bianchi, 1. e, T, pcOf?. 21)9. 
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Dirò seconda forma fondamentale della congruenza la forma differenziale 
quadratica 

— iL = — d(5ds=Ddu'+^D'dudv + D''dv\ (10) 

Essa ha un significato intrinseco, perchè |x è il moìnento (Gayley) dei 
due raggi infinitamente vicini g e g\ 
Le formole (9) e le loro inverse 

ydj^dx^ E{iy — \) — FD ydX^dx^ ED" — F(D' + \) 

"^ du du A ' . '^ d u d V A 

y dX dx _ F{D' — X)-^GD ydX dx F D" — G {U +\) ^ 

^ dv dii A ' ^ dv d V A ' / 

permettono di passare dalla forma (10) a quella di Kummer (4), e viceversa. 



Variazione del parametro p. Superficie distributrici. 

5. Il parametro distributore p è misurato dal rapporto delle due forme 
fondamentali (§ 2) 

Ddu' + ^D'dudv + D''dv' 
^~ Edie + 'ÌFdudv + Gdv' ' ^ ^ 

Vediamo come esso varia, variando il rapporto d u:d v (da cui solo di- 
pende) ossia variando il piano centrale. 

La (3) è una forma definita, quindi con una trasformazione reale delle 
variabili u, v possiamo ridurre simultaneamente a forma ortogonale le due 
forme fondamentali (3) e (10). Le nuove variabili da introdurre sono quelle 
che, eguagliate a costanti, danno gli integrali dell'equazione quadratica 



1 
= — 



Edu + Fdv Fdu \- Gdv 
Ddu^D'dv D' du^D" d v 



= 0, (13) 



ove è il covariante simultaneo delle due forme (*). 



(•) Bianchi, 1. e, I, § 39. 
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Sì ha indetermìttazione solo quando sia 

^ = ^ = :^ 
E~ F O ' 

ed in tal caso la congruenza si dice isotropa. 

Gliiamerò superficie dislribiUrici della congruenza le superfìcie rigale in- 
tegrali della (13). 

Assunte a lìnee coordinate w, i\ rendono 

F = 0, jy = o, 

e però sono ortogonali; dunque: in ogni congruenza esiste un doppio sistema 
ortogonale, sempre reale^ di superficie distributrici, la cui equazione differen- 
ziale è la (13); si ha indeterminazione solo nelle congruenze isotrope. 

Dirò piani distributori ì piani centrali di un raggio relativi alle superficie 
distributrici, e parainetri distribntari principali i valori Pi e p^ del parametro 
distributore p relativi alle superficie distributrici u, v. 

Avremo dunque 



p = — 



Edu' -hOdv' 



e in particolare 






quindi 



ossia, per le (7), 



.=-...(|5)Vp,«(^^)' 



p = p^ cos" 6 +pi sen' 0, (15) 



ove 6 è l'angolo che il piano centrale di g corrispondente al rapporto du :dv 
fa col piano distributore v. 

La (15) dà la legge di variazione del parametro p. 

In particolare, essa mostra che le superfìcie distributrici sono quelle ri- 
gate della congruenza lungo le quali il parametro distributore assume i valori 
massimo e minimo pi e p^. 
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Indicatrice, parametro totale e parametro medio. 

6. Il parametro p varia coiwe la curvatura normale delle linee di una 
superfìcie passanti per un punto: la (15) infatti non differisce dalla nota for- 
inola di Eulero. Lasciandoci guidare da questa perfetta analogia, possiamo 
dare una rappresentazione geometrica espressiva della variazione del para- 
metro p. 

Le mìnime distanze da del raggio y dai raggi infinitamente vicini sono 
tutte perpendicolari a f/. In un punto qualunque C di g conduciamo il piano 
perpendicolare a g ed in esso assumiamo come essi cartesiani ortogonali ^, m 
le tracce dei i)iani distributori v ed u. 

Sulla traccia di un piano centrale qualunque per g, di inclinazione sul 
I)iano distributore r, portiamo a partire da C il segmento CP eguale alla 
radice (juadrata del valore as.soluto dell'inverso del corrispondente valore 
del parametro 2). Diremo indicatrice il luogo dei punti P reali. 

Le coordinate di P saranno 

sen 6 cos 6 

Vii'i tv 

quindi, per la (15), si avrà 

p,l^ + p,'n^ = ±{ (1(5) 

cpme luogo dei punti P reali o immaginarii. 

In un raggio g in cui p, e p. banno lo stesso segno, e cbe diremo raggio 
ellittico^ l'equazione (IG) rappresenta due ellissi, di cui una sola è reale e rap- 
presenta quindi l'indicatrice. In un raggio in cui p, e p^ hanno segni diffe- 
renti, e cbe diremo raggio iperbolico^ la (16) rappresenta due iperboli (reali) 
coniugate che costituiscono l'indicatrice. 

Le superfìcie distributrici si possono dunque ancbe definire come quelle 
rigate della congruenza lungo le quali i piani centrali dei singoli raggi con- 
tengono un asse dell'indicatrice. 

In un raggio ellittico p ba un segno costante (il segno comune di j), e p^X 
quindi (§ "ì) le rigate della congruenza uscenti da esso sono ivi tutte destrorse 
o tutte sinistrorse. Invece in un raggio i[)erbolico le rigate corrispondenti a 
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piani centrali che incontrano una delle due iperboli sono tutte destrorse, 
mentre quelle corrispondenti a piani centrali che incontrano Taltra iperbole 
sono tutte sinistrorse; il passaggio dall'una airaltra specie di rigate avviene 
negli asintoti conuini calle due iperboli, e per le corrispondenti rigate si 
ha p = 0. 

In generale, in ogni congruenza esiste una regione di raggi ellittici ed 
una di raggi iperbolici, confinanti con una rigata di raggi parabolici, lungo 
la quale uno dei parametri principali è nullo. 

7. Il modo di comportarsi delle rigate uscenti da un raggio dipende 
dunque dai v.alori dei jìarametri distributori principali ;>, e p.,. 

Sono principalmente importanti le due seguenti funzioni di essi 

A:= l>i Ih e H = p,^r Po , 

che diremo parametro totale (o assoluto) e parametro medio della con- 
gruenza in g. 

Dalle (15) risulta che i parametri p e j/ corrispondenti a due rigate orto- 
gonali qualunque per j/ (cioè corrispondenti ai valori e 9 4- ^J 1 hanno una 
somma costante, cioè che 

P i-p' = Pi +p.2=II; 

dunque, immaginando distribuite a coppie a due a due perpendicolari le ri- 
gate passanti per g, si può ben dire che ^^ 7/ è la media dei valori dei pa- 

rametri distributori di tutte le rigate contenenti g. 

I valori dei parametri distributori principaU ;>, e />.> sono dati dalle (14), 
quando però le rigate m, v sono le superfìcie distributrici; ma possiamo fa- 
cilmente ottenere la loro espressione in funzione dei coeflicienti delle due 
forme fondamentali anche quando le coordinate interne u, v sono qualunque. 

Infatti la (12) può scriversi 

_ {ndu-\'iydv)du-{- jD' du + D"d v) d v 
^ ^ {Edu + Fdv) du + (Fdn -[- G d v) d v 

quindi, per la (13), lungo le superficie distributrici • 

_ _ n d 11 + // d V _ _ lydn + irdv 
^^~~ Edu + Fdv ~ Fdu+Gdv 

Annali di Matematica. Serie 111, Tomo XV. 40 
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ossia 

{D + Ep)du-{'{iy-\-Fty)dì) = 0, 

{D' \- Fp)dn^ {D" -\- G p) d V ^ 0, 

da cui, eliminando due di\ si ha l'equazione del secondo grado in p: 

{EG — F')p'-{^FD'- E D' -GD)p-\- (D D" — D"') = 0, (17) 

le cui radici sono i parametri distributori principali p, e pj. 
Ne segue che in coordinate m, v qualunque 



^. D D" — IP 



EG — F' ì 

^ (18) 



<ÌFD' — ED' — G 
fi = 



^■) 



EG — F' 

Dunque: K ed H sono invarianti (algebrici) simultanei assoluti delle due 
forme fondamentali (*). 

Ciò era da prevedersi, perchè essi hanno ini significalo geometrico in- 
trinseco e quindi affatto indipendente dalla scelta delle coordinate interne t<, v. 



Doppi sistemi notevoli di rigate. 

8. Per ogni raggio g di una congruenza passano due superficie di- 
stributrici; esse quindi formano un doppio sistema ortogonale di rigate 
sempre reali. 

Ma vi sono altri doppi sistemi notevoli di rigate. 

Diremo piani focali o asintotici di un raggio g quei due piani di g che 
contengono gli asintoti dell'indicatrice. 

Diremo poi superficie asintotica ogni rigata della congruenza lungo la 
(juale il piano centrale di ogni raggio coincide con un piano asintotico. 

Tali superfìcie sono le sviliippabili della congruenza, perchè lungo esse 
è nullo il parametro distributore p, (juindi la loro equazione differenziale è 

fìdu' -"ìiydudv^ D" d v' = 0. (19) 

f - : 

(*) Bianchi, 1. e, I, § 39. 
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Esse formano un doppio sistema, in generale non ortogonale, e natu- 
ralmente sono reali solo se 

DZ)^~7)'*<0 o A^<0, 

cioè solo nelle regioni dei raggi iperbolici; sono inmiaginarie nelle regioni 
dei raggi ellittici. 

In particolare, segue dalla (19) che la condizione necessaria e sufpcienie 
affinchè le rigate coordinate w, v sieìw le sviltippabili è che si abbia 

D = 0, 7)'' = 0. 

9. Due piani per g si diranno coniugali se contengono due diametri 
coniugati dell' indicatrice, cioè se coi piani asintotici formano un gruppo 
armonico. 

Indicando coi simboli rf e S gli spostamenti relativi a due piani coniu- 
gati, la condizione di coniugio è 

DduSu + D'{du^v + dv^u)-i-D''dvSv = 0. (20) 

Infatti l'equazione che ha per radici duidv e 8u:^v è 

z^ duhu — z{du8v-]-dv^u) + dv8v = 

e quella che dà i piani asintotici è 

Dz' + ^iyz + D'' = 0; 

la condizione di armonia delle due coppie di valori determinati da queste 
due equazioni è appunto la (20). 

Si noti che la (20) è formata con i coefficienti della seconda forma fon- 
damentale, come la condizione di ortogonalità (6) è formata con quelH della 
prima. 

Si dirà che due sistemi di rigate della congruenza formano un (doppio) 
sistema coniugato, se in ogni raggio della congruenza i due piani centrali 
relativi alle due rigate che vi passano sono coniugati. 

Im condizione necessaria e sufficiente affinchè le rigate coordinate u, v 
formiìio un s^isteina coniugato è che sia 

2y = o. 

Le sviluppabili di ciascun sistema sono auloconiugate. II solo doppio 
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sistema che è nel contempo coniugato ed ortogonale è quello delle superficie 
distributrici. 

Applicando all'indicatrice due noti teoremi di Apollonio relativi ai se- 
midiametri coniugati dì una ellisse o di una iperbole si ha che se p e p' 
sono i parametri distributori relatim a due rigate coniugate e 9 è Vangolo delle 
due rigate, si ha 

1 + 1=1 + 1. ?511i = -L- (21) 

P P Pi P2 PP PlPt 

ossia 

p-{-p' = Hsen <p, PP =K sen 9. (22) 

10. Due piani per un raggio g li diremo isoclini, se fanno angoli 
eguah con uno (e quindi anche con l'altro) dei due piani distributori. I pa- 
rametri distributori corrispondenti sono eguali. 

GH spostamenti d e S relativi a due piani isoclini sono legati dalla 
relazione 

(FD — ED')du8u+{CD—ED''){du^v+dv^u)-\-{Giy—FD'')dvSv=0, (23) 

che si ottiene eguagliando i valori dei corrispondenti parametri. 

In particolare: la condizione necessaria e sufficiente affinchè le rigate coor- 
dinale a, V Steno isocline è che si abbia 

D D" 



E G 

11 valor comune dei due membri è il parametro distributore delle rigate 
le, V cambiato di segno. 

Le sviluppabili formano due sistemi isoclini. Ponendo d=S nella (23), 
si ritrova l'equazione differenziale (13) delle superfìcie distributrici. 

ILI due piani per un raggio g isoclini ed ortogonali si dicono prinr 
cipali; essi bisecano gli angoli dei piani distributori. 

Superficie principali della congruenza sono le rigate dei due sistemi che 
sono nel contempo isoclini ed ortogonali. Essi sono sempre reali. 

L' equazione differenziale delle superficie principali è 



Edu + Fdv {FD — Eiy)dn + {GD —ED'')dv 
Fdu + Gdv {G D ^ E IT) du + {G D' — F D") d V 

e si deduce eliminando S « : 8 i' dalle (6) e (23). 



= 
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Dalla (15), per = -^ , si ha che il parametro distributore comune h -^H. 
Assunte a rigate coordinate w, v rendono 

12. Nelle congruenze (o regioni di congruenze) di raggi ellittici, cioè 
a parametro totale K positivo, la seconda forma fondamentale è defhiita, 
quindi esisteranno infiniti doppi sistemi (coniugati) che assunti a sistemi 
coordinati w, v le daranno la forma isoterma, cioè renderanno 

Li diremo sistemi isotermo-coniugati. 



Superficie luoghi di punti centrali. 

13. Sieno r ed r' le ascisse sui raggi successivi flf e r/ dei punti ove 
la comune perpendicolare da a g e g' incontra i raggi stessi. 
Proiettando ortogonalmente sugli assi, si ha 

x + r X-\- d(J cos (rf <7, x) ^x + dx -{-r {X + d X), 

con le analoghe \\\y ^, z\ queste, moltiplicate per X, Y, Z o per d A\ d y, dZ 
e sommate, danno rispetlivamente 

r = ^Xdx^r\ = 2rficrfX+ / V rfX^ 

eliminando r' e trascurando infinitesimi di ordine superiore, si ha 

^dxdX 
^~^~~ "J^dX^ 
ossia, per le (3) ed (11), 

^ \(PJdu'+'2Fdudv+Gdv') ' "^ 

Qìiesta forinola dà Vascissa r del punto centrale del raggio g (ii, v) rela- 
tivo a flf' (u + d ti, V -r-d v). 
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14. Sì può anche scrivere 

Edu + Fdv 
Ddu + D'dv-^'kdv 



r = — 



Fdu+Gdv 
D' du^D'dv — Xdu 



A{Edu' + ^Fdudv-\-Gdv') 



in particolare per le superfìcie distributrici di equazione (13) si ha 

Edu + Fdv Fdu + Gdv 
\d V — "kdu 



r„ = - - 



A{Edu' i^^Fdudv + Gdv') 



ossia 



r„ = -- 



(25) 



Dunque : i punti ceìUrali di g relativi alle superficie distributrici coitici' 
dotto in un unico punto Q^ di ascissa (25). 

Questo punto si chiama il punto inedio del raggio. 

Superficie inedia della congruenza è il luogo dei punti medii di tutti i 
suoi raggi. Essa è il luogo delle linee di stringimento di tutte le superfìcie 
distributrici della congruenza. 

In particolare: la condizione necessaria e sufficiente affinchè la super- 
ficie di partenza sia la superficie media è X = 0. 

15. Assunti come coordinate interne i parametri u, v delle superficie 
distributrici e come superficie di partenza la superficie media, risulta 



F=o, zy = o, \ = 



e la (24) diventa 



r = 



(GD — Enidudv 
y,lETl(Edu'+Gdv') 



ossia, per le (7) e (14), 



r = (pi — Pjj) sen 6 cos ; 



supponendo ora che la superficie di partenza sia qualunque, sì ha la formola 



1 

r = ro + V (Pi — Ih) sen 2 0, 



(26) 



che dà Vascissa r del punto centrale di un raggio g relativo ad ufia rigala 
di inclinazione sulla rigata distributrice di parametro p^ . 
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Cambiando in — o in 0+ * » r — n cambia solo di segno, dunque: 

sono simmetrici rispetto al punto meiHo Q^ i punti centrali relativi a due ri- 
gate isocline o a, due rigate ortogonale 
I valori estremi di r 

1 1 

si hanno per = ih -^ ' duncfue : i punti centrali corrispondenti alle super- 
ficie prifunpali hunno per ascisse i valori estremi di r; tutti gli altri punti 
centrali cadono nelVinterno del segmento da essi determinato. 

Perciò si chiamano i imnti limiti del raggio. 

La distanza ^1 1 dei punti limiti è misurata dalla differenza dei paranhetri 
distributori priìwipali 

<il = \p,^p,\; (27) 

essa può anclie esprimersi in funzione di II e K con la formola 



^l = s!H' — \t K (*). (28) 

11 luogo dei punti limiti è una superficie a due falde (in generale) cia- 
scuna delle quali si chiama una superficie limile della congruenza, ed è il 
luogo delle linee di stringimento di uno dei due sistemi di superficie principali. 
1(). La (15) è una relazione fra 6 e p, la (26) è una relazione fra 
r— ro e 0; eliminando 0, si ha la relazione 

{r ~ r,y +p^ ^ i/p + A'= (29) 

che lega il parametro p di una rigata per g e la distanza r — ro del corri- 
spondente punto centrale di g dal punto medio. 

Ponendovi r = ro si ritrova la (17). 

Ponendo invece p = 0, si ha che i punii centrali relativi alle sviluppa- 
bili della congruenza sono simmetrici rispetto al punto medio Qo ed hanìw 
per ascisse 

r = ro± v/=^^ (30) 



(*) Ne segue che è sempre 
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Si dicono i fuochi del raggio. La loro distanza è 

'2f=^yj—~K. (31) 

11 luogo dei fuochi di lutti i raggi è una superficie a due falde S^ « S^ (in 
generale) ciascuna delle quali si chiama una superficie focale della congruenza. 

Naturalmente i fuochi e le superficie focali sono reali solo nelle regioni 
di raggi iperbolici (K<iQ). 

I raggi della congruenza inviluppano sopra una delle due falde un si- 
stema 3o' di curve, che sono gli spigoU di regresso delle sviluppabili di uno 
dei due sistemi; analogamente per l'altra f^ilda. 

I fuochi F, e Fo sono dunque i punti di conlatto del raggio g con le 
due superficie focali <S, ed S^ ed i due piani tiingenti ivi sono i due piani 
focah o asintotici per g. Precisamente: il piano focale osculatore dello spi- 
golo di regresso luogo del punto F, è il piano tangente in F, ad S^ e il 
piano focale osculatore dello spigolo di regresso luogo del punto t\ è il 
piano tangente in F^ a S^. 

Ne segue che: su ciascuna superficie focale le curve corrispoìidenti ai due 
sistemi di sviluppabili formano un doppio sistema coniugato: le une sono gli 
spigoli di regresso di uno dei due sistemi^ le altre sonx) le curve di contatto 
delle sviluppabili delValtro sistema. 

Eliminando n fra le (21) e (30) e tenendo presente la (28), si ha per 
l'angolo 9 dei piani focali 



2v/-'7C H , 2V-A' ,o^, 

sen 9 = — : _ » cos © = = * Ig 9 = — vf (•>2) 

Notiamo anche la formola 

r- - r = 4 li"' (33) 



GONGHUENZP] PARABOLICHE, ISOTROPE, NORMALI, ECC. 

17. Esistono congruenze di raggi tutti parabolici, ossia (§ 6) di para- 
metro totale K identicamente nullo? 
In tali congruenze, essendo 

I) D" — W = 
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i due sistemi di sviluppabili (19) dovranno coincidere in un unico sistema, 
sempre reale, col quale coinciderà pure uno dei due sistemi di superficie 
distributrici, l'altro essendo costituito dalle rigate ortogonali. I fuochi coinci- 
deranno col punto medio su ogni raggio e le due superlicie focali coincide- 
ranno con la superficie media, sulla quale l'unico sistema di sviluppabili 
invilupperà un sistema ex' di linee autoconiugate, cioè le asintotiche di un 
sistema (Cfr. la line del paragrafo prec). 

Viceversa è evidente che le tangenti di un sistema di asintotiche di una 
superficie formano una congruenza di raggi tutti parabolici e che diremo 
perciò parabolica. 

Dunque : le congruenze paraboliche sono quelle cosHluile dalle tangenti ad 
un s^istema di asintotiche di una superficie; in esse il parametro totale K à 
nullo ed il parametro medio H è eguale alla distanza fra i punti limiti su 
ogni raggio. 

Dalle cose precedenti risulta che le congruente j^ciraboliche occupano fra 
le congruenze il posto che le superfìcie sviluppabili ocrAipano fra le superfìcie. 

Infatti l'analogia è completa: alla curvatura totale nulla, corrisponde il 
parametro totale nullo; all'unico sistema di linee asintotiche (rette), l'unico 
sistema di superficie asintotiche; allo spigolo di regresso (inviluppo delle 
linee asintotiche), Tunica superfìcie focale (inviluppo delle superficie asinto- 
tiche); alle linee di curvatura (linee asintotiche e traiettorie ortogonali), le 
superficie distributrici (superficie asintotiche e rigate ortogonali). 

18. Diremo raggi circolari di una congruenza (juelli nei (piali l'indi- 
catrice è un cerchio. Tutte le rigate uscenti da un raggio circolare hanno 
ivi egual parametro distributore. 

Vedremo che esistono congruenze di raggi tutti circolfiri. 

In esse p, definito dalla (l'^), deve risuUare indipendente da du:di\ 
quindi dev'essere 

E ~ F ~ G ' 

dunque; affinchè tutti i raggi di una congruenza sieno circolari occorre e 
basta che la seconda forma fondamentale non differisca dalla prima che per 
un fattore, che è il parametro distributore p comune a tutte le rigate uscenti 
da uno stesso raggio, cambiato di segno. 

In tali congruenze, dette isotrope dal Uibaucolh, il parametro totale 
K = p^ è positivo, le rigate sono tutte distributrici, tutte principali, ecc.; i 
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punti limili, ed in generale lutti i punti centrali, coincidono col punto medio 
su ogni raggio. 

Per evidenti analogie, le congruenze isotrope occupano fra le congruenze 
quel posto che la sfera occupa fra le superficie, 

19. Una congruenza è normale se è costiluila dalle normali di una 
superfìcie. 

Afiìnchè una congruenza sia normale occorre e basla che si possa de- 
terminare una funzione / di u, t\ tale che il punto 

l = x-\-tX, Tt = y -\- 1 Y^ ^ = z + t Z 

descriva, variando u e t\ una superfìcie normale ai raggi, cioè lale che risulti 
^Xd^^ = ^X{(lx + ldX + Xdl)^ 2iXdx + dt = i); 

dunque occorre e basla che sia 

d y Y^ ^ __ d y ,. 3 a? ydXdx _ydXdx 

d v^^ d u du^^ d V ^ d v d u ^ d u d v 

Soddisfalla questa condizione, l è determinala solo a meno di una co- 
stante additiva C, 



t = G — \^Xdx, 



quindi : se esiste un-a superficie normale ai raggi, ne esisteranno oc', tutte pa- 
rallele tra loro. 

In virili delle (11), la condizione trovata diventa 

ossia i/=0; dunque: affinchè una congruenza sia normale è necessario e 
sufficiente che sia nidlo il suo parametro medio H. 

Nelle congruenze normali sono dunque opposti i parametri distributori 
principali, cioè le indicatrici sono coppie di iperboli equilatere coniugale; le 
superficie asintotiche sono reali ed ortogonali e coincidono con le superficie 
principali : i fuochi coincidono con i punti limiti. 

Tutto questo i)r()|)rietà sono carattorisliche per le congruenze normali e 
mostrano, per evidenli analogie, che e^-se occupano per le congruenze quel 
posto che le superficie ad area minima occupano fra le superficie. 
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punti limiti, ed in generale tutti i punti centrali, coincidono col punto medio 
su ogni raggio. 

Per evidenti analogie, le congruenze isotrope occupano fra le congruenze 
quel posto che la sfera occupa fra le superficie. 

19. Una congruenza è normale se è costituita dalle normali di una 
superfìcie. 

Afflncliò una congruenza sia normale occorre e basta che si possa de- 
terminare una funzione t di ti, i\ tale che il punto 

; = a? -f- / X, 'fi = y -\-tY^ ^ = z-]-t Z 

descriva, variando u e i\ una superficie normale ai raggi, cioè tale che risulti 
^X di = ^X {d X + t d X + X dt) = ]l^X (1 X + d t =^0; 

dunque occorre e basta che sia 

d y yd X _ d y ydx ydXdx _ydXdjJC 

òv^^ du du^^ d V ^ d V du ^dud v 

Soddisfatta questa condizione, / è determinata solo a meno di una co- 
stante additiva C\ 



l = C~ \^Xdx, 



(juindi: se esiste nn-a superficie normale ai raggi, ne esisteranno <x^\ tutte pa- 
rallele tra loro. 

In virili delle (11), la condizione trovata diventa 

ossia 11 = 0; dunque: affinchè una congruenza sia normale è necessario e 
sufficiente che sia nullo il suo parametro medio H, 

Nelle congruenze normali sono dunque opposti i parametri distributori 
principali, cioè le indicatrici sono coppie di iperholi equilatere coniugale; le 
superficie asintotiche sono reali ed ortogonali e coincidono con le superficie 
jyrincipali : i fuochi coincidono con i punti limiti. 

Tutte ((ueste pro|)rietà sono caratteristiche per le congruenze normali e 
mostrano, per evidenti analogie, che esse occupano per le congruenze quel 
posto che le superficie ad area minima occupano fra le superficie. 
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E noto che su di una superficie normale ai ra^'gi le sviluppabili trac- 
ciano le linee di curvatura e che le due superficie focali sono le due falde 
dell'evoluta della superficie. 

Risulta poi dalla (31) che, detti r, e t-g i rag^n principali di curvatura 
della superfìcie, si ha 

(r, - r,y = - 4 A- (34) 

20. Generalizzando, si possono considerare le congruenze di parametro 
medio H costante. Per la (33), in tali congruenze è costante la differenza fra 
i quadrati delle distanze dei punti limiti e dei fuochi. 

Possiamo considerare le congruenze a parametro totale K costante. 
Appartengono a questa classe le congruenze pseudosferiche del Bianchi 
(K costante negativa ed // costante) ed in particolare le congruenze pseudo- 
sfericlie normali (//=0); in queste, per la (34), le superficie ortogonali ai 
raggi sono le superfìcie considerate dal Ribaucour, nelle quali è cosUmte 
la differenza dei raggi principali di curvatura. 



Congruenze con immagine sferica assegnata. Equazioni intrinseche. 

21. E possibile determinare ed in un sol modo tre funzioni a, (i, v 
di II, V tali che sia 

Oli ou dv ' 

cu cu V ' 

d u cu cv ' 

se si tien ferma l'ipotesi fatta in principio del § 2. 
Ne segue 

^ U u 

onde, paragonando con la prima delle (11), si ha 

iy-\ p 7) 

a = , B = — 



L 
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Operando analogamente per ^-» ^ ■ » ^ si lianno infine le forinole 



dx 

d'ii 

dx 
37; 



ly—idx Ddx , ^ 



d u 



^ d V 



A du "A dv "^'^ 



' \»" 



\ 



(35) 



con le analoghe in f/ e z. 

Le con<lizioni di integrabilità 



' X d' X 

d ìid V d vd n 



- * • 



(Ialino 



A g tt» ' " a" fu d V '^ '^ do* 



-4 



d D" 
d u A 



a // — X 



+ 



T- V ' - 



(BY 



,\dX (d D 



l)-^'=»- 



a_ />'+_x 

an A 



a« 



^ ri x^ 
a 



\ax 
'jav 



con le unaloglio in Y e Z. 

Kliininunclo le derivate seconde mediante le formole(*). 



"a 


A' 1 
ti' \ 


a H 


dv 1 


a' 


''^' l 


a 


•> \ 

v 1 



11 \dX I 11 ( a A' 

1 i a « "*' I 2 I a 



12 I ax I 12 I ax 

1 ( a •«■ "' I 2 I a J 



— E X 



- — FX 



22 \dJC I 22 (ax__ 

1 \ a « ■^" i 2 \ dv 



I 2 I 



/ 



(36) 



ov 



e i simboli di Chhistokfei. i \ ^^ intendono formati con i coefficienti 



(*) Bianchi, 1. e, I, § 72. 
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E, F, G della prima forma fondamentale, si lia la relazione 

\d ir _ d_D'-\ \ il ì P'_ \ 12 I ^^1 i22 f ^ .'H'^'j 
[du ^ a» A "^1 1 i A ) 1 \ A ' ( 1 ( A "^'H?'* 

r a z) _^ ir+}_ , I 22 i P_6y\ 12 1 1>; , 1 11 | t)- _ lax 

law a" a« D ~^) 2 I A "1 2 i A '^"1 2 I A "''Jav "^ 

, /a Y a V , "2FD'- ED" - G D\ _ „ 

+la« "a«"' ^ j^" 

con le analoghe in Y e Z. 

Queste tre e({uazi()ni lineari ed omogenee nelle ([uantità in parentesi non 
possono coesistere che per valori tutti iiulli di (jueste, quindi si ha 

d ir _ d D'-\^\n\D A'^^2\D' \n\D'' \ 

a Y _ a y' _ '1FD'~ED" — CD 

d V d n ~~ s j 

Or non resta che ad eliniiiiare y ^ T ^^^^ ^^ (*^''^) ^ ('^')- 

Possiamo dunque enunciare il seguente 

Tkoiikma fondamkntalk. a). Date le due forme differenziali quadratiche 

Edu'^-^2F dudv i-G dv' ) 

(I) 
Ddii'-r'2iydudv + D''dv' ) 

la prima delle quali definita ed a curvatura \- l (*), affinchè esse sieno ri- 
spettivamente la prima e la seconda forma fondamentale di una congruenza 
di raggi è necessario e sufficiente che tra i loro coefficienti pa^si V unica re- 



(*) Cioè tale che sia 

a [F a^_ia^^i . a_/^ dv_\ a^_ ^ dR\ ,,. 

Cfr. Bianchi, 1. e, 1, § 43, forinola (17j. 
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laziotie 



A a« [ a « A à j; A ^ i 1 i A I 1 i A "^ I 1 j A J "• I 
L HA ^ _ ^ ^^^ '^^ 'j?_u7^ ^"^ 1^' . » ^^ Ij^l- ' i\u 

A ^ tj [ a D "a a« a "^ I 2 I a " i 2 i a "^ I 2 I a J . ^ ' 

^FD' — ED' — GD 1 

~ EG — F' 

La corrispondente congruenza è individwita. 
b) Ad ogni funzione to di u, v, assegnata ad arbitrio, corrisponde una 
superfìcie di partenza per Ut congruenza e, note X Y Z in funzione di u, v (*), 
essa si ottiene con quadrature dalle formole 

7ix (D' \dX I) dX 
— r 



du \ A " / a « A dv 



+ 



\d D a J)' |22|7) _ 112(7/ , nM:D"_Ì£.lY 

[dv A ~" a« A '^ ( 2 I A ^ j 2 i A ^ I 2 V A a mJ 



dx _ irdx _{!/ \dx 
dv~ à du [' "^"''°'"' 



(HI) 



A ' V dv 



ra D"_ a ir , \^1{d _^\i'i\iy , pi//)" , argi 
la» A a«A"''"|i|A ") i I A ^1 1 i A "^atjj 



/ 



e dalle analoghe in y e z. 

Ricordiamo che r^ è l'ascissa del punlo medio (?„ del raggio (/i, r) ri- 
spello al punlo M (w, v) della superlìcie di parlenza (^ 14). 

Dale le due forme (l) e soddisfalla la (II) la congruenza è individuata, 
e però si può ben dire clie 

d s" = Ed u' + 2 F d H d V -\ d d\ 
— ,j. = ndu'n '2 ly d u d v ^- D" d v' 

sono le equazioni intrinseche della (congruenza. 
24. In virlù delle formole (**) 

aiogA ) llj , I h^l aiogA^l^^l |12( 



(*) K noto cIk» la ricerca di A', Y, Z (|uaiulo sono note solo E, F, G dipenda da un'equa- 
zione di UlCCATl. 

(**) Cfr. Bianchi, 1. e., L § 5(). 
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si può dare alle (II) e (III) la forma sovente più utile: 






■■ A a 



M i A I d n 

\\ 1 pz>_ 

v\ A [go 



'ÌFD' — ED' — GD 



E O — F 



■•s 



/)' _ I ^^ ! 2)"1 j .4. 



D'I 



I 2 i^Ji 



di') 



A 



ra/) 
[ar 



U *^va« 



|12| /|11| il2(\ |11| .^'-o 



j 
A 



a^" 
a« 



aaj 

du 

02)' _ 

0« Ili" ' \l 

a a; ^ ^ a X 
a t' ~ A à 

aiy . 1 22 1 ^ , n 22 1 

i 



■Pax 
A a* 



X, 



X _ fiy 

V \A 






(III') 



|12| 

j 2 i "in 



^-,-i-ìt|^ + (''"'--'--'^ 






/ 



i23. Allo scopo (li scriverò queste forinole in modo più conciso, ricor- 
diamo quanto segue (*). 
Sieno 

f= ^rt,. d X,. dx,, ? = 2 ^- ^^ -^^ ^^ ^' 
(r, « = 1, 2, . . . , /«; a,, == a.,, &,, = h,^) 

due forme differenziali quadratiche con n variabili a?i,ira, . . . ,ir. , la prima 
delle quali abbia il discriminante non nullo, e con i loro coeflìcienti si for- 
mino le espressioni a tre indici 

ove i simboli di Christoffel sono calcolati rispetto alla forma f. 

Indicando con rf, X, D tre diversi sistemi differenziali delle variabili 
ar,, a:,,..., x^, la forma trilineare 

(A ?) = 21 ^«' ^' ^. ^ -^it ^ ^' 



(♦) Cfr. Bianchi, 1. e, i, § lìS. 
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•sr^^'^p^""^ 



è una forma covariante ad f e <f che si chiama Ut formu trilineare costruita 
per la forma «p rapporto alla f. 

Nel caso di n = % si hanno 8 simhoU 6«,; di ([uesli però 4, cioè 

^IlM ^1229 ^2111 ^iJi 

sono identicamente nulH, e dei rimanenti 

^1125 ^121 » ^219» ^221 

i primi due sono opposti, come pure gli ultimi due: si hanno dunque due 
simholi distinti e non nulli, per esempio ft,,*, h^.^. 
Se si pone 

Xx = w, X. = r, a», = E^ aj. = t\ a.. = 6, 6,, — A bn ^= V-, 62» = ^^ 
si trova che 



&112 == -o 



dT) _djy (121 Min \\^i\\ , »iil^.) 

_zj^ a/y , ri4i^^ m22| ìi^ì(\^. ìi^'/ì" 
^"^ ~ an ~ 2t ~i i r Al 2 <"( 1 \)^ ~\ 2 1^ .' 



(38) 



sono i coefficienti distinti e non nulli della forma trihneare \ds'^^ — u) co- 
struita per la forma — «. rapporto alla ds'^^ la quale è covariante al sistema 
delle due forme. 

Introducendo questi simboli a tre indici e ricordando che il secondo 
membro delle (II) e (II) non è che l'invariante simultaneo // delle due 
forme (I), possiamo scrivere le (II') e (UT) sotto la forma 

1 \ d [b.nX , d 



"fin A dv^\ A du) ' ( 



dx_iD_ \ dX D dX 



^_D'' dX _(I]f^^ \dX Ib^ , drA \ 



(Iin 



Abbiamo <rià osservato che il secondo membro delle (II), (IT), (IT) è 
rinvariante simultaneo aljirebrico assoluto H delle due forme (I). Dalla (IT) 
apparisce che anche il primo membro è nn invariante simultaneo {differensiale) 
delle due forme. 
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24. Della funzione r© possiamo disporre ad arbitrio; ciò equivale a 
poter scegliere convenientemente una superfìcie di partenza per la congruenza 
individuata dalle (I). 

In particolare, possiamo scrivere immediatamente le formole che defini- 
scono la superficie media, o le superfìcie focali, .o le superficie limiti. Basta 
porre nelle (III) o (IH') o (IH") 

ro = 0, o ro = =t\/— a; o u=±>IiV—TK, 

come risulta dai §§ 14, 15, 16. 

Per la superfìcie media otteniamo 

du ^ du à dv A ^ 

Bxq D" dX D' dX 6g2i v 

dv A Sii A dv ^ ^ ' 
Ne risulta 

^DD^ — U' j.^FU — ED''-OD , 6;„ 
^-E -, D -, + -^ 



= — EK—DH-\- ,, 



A' 



ed analogamente 



-p __ if ^^0 0^0 w 1^ Ti' IT ^i'« ^> «i 

® du dv ^* 



— , 



Oo = 2 (^j = -G K- D'H+ ^^ ; 



(89) 



quindi pel quadrato dell'elemento lineare 

dsl = dxl + dyl + dgi = Eodu' + '2F„dudv + G,dv* 
della superficie media si ha l'espressione 

dài = — Kd s" i- Hi^ + 4 (6m» du— 6„, d tf. (40) 

AnnaU di MaUmatiea, Serie III, Tomo XV. •£& 
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Applicazione alle congruenze paraboliche, isotrope jq nokkali. 

25. In una congruenza parabolica K=0 e (x, a prescindere da un fat- 
tore, è il quadrato di una forma lineare che eguagliata a dà l'unico si- 
stema di sviluppabili della congruenza, le quali inviluppano sulla superfìcie 
me<lia un sistema di asintotiche (§ 17). Dunque d ifz risulla ridotto a forma 
ortogonale, cioè : s^ulla superficie media-focale di una congruenza paì'abolica 
le linee integrali dell' equasioìie differenziale 

bmdU — Òaa, dv = 

sono le IraieUorie ortogonali alle asintotiche f/. = intnluppate dai raggi della 
congruenza, 

20. Nelle congruenze isotrope (§ 18) 

D I) _D" ^_ 
E ~ F ~ a ~ ^^' 

ove p è il parametro distributore costante in ciascun raggio. 

Eliminando />, // e D" dalia (IT) e tenendo presente che si ha identi- 
camente (*) 

dE _dF _\ 1<Ì\ (\ìì \ _\ i^i\ , \ni 

dv ìli I 1 l'^ ' \| 1 I (2 ij ^"1 2 i^-"' 

ar;_aF^|22( , n22|_U2|\ |12| 

fu dv ' I 1 \ '''\ì 2 1 I 1 \j i 2 l*^'-"' 

ylteiiiamo un'equazione differenziale dei secondo ordine in p. 

Dunque, pel teorema a): dala una forma quadratica definita a curva- 
tura -'; 1 

Edu^ + 'ÌFdudv {-Gdv', (41) 

ad ofini .soluzione p dell'equazione 

1 d [ ' d 11 d r ] . 1 di d v d h , . ^j^ _ ^ 



f —4. - 



A dnX A / ' A 8r 



(*) Bianchi, I. e, l, nota alla pag. 1^1. 
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corrisponde una congruenza isotropa che ha la prima forma fondamentale (41) 

ed il parametro p. 

Si noli che i primi due termini costituiscono il parametro differenziale 

secondo di p calcolalo rispello alla (41)(*), quindi re({uazione precedente si 

juiò scrivere 

A,p+^p = 0. (4^2) 

Appena nota una soluzione p di questa ecpiazioiu*, e quindi una particolare 
congruenza isotropa con l'assegnata immagine sferica (41), i)onendo 

la ricerca delle altre sarà ricondotta alFinlegrazione deireijuazione 

Le (111') danno una superficie di partenza; per ro=0 danno la super- 
fìcie media. 



d u 


Fp dX KpdX 

A au ' \ dv 


3 ir,, 

V 


GpdX Fp dX 
A du A dv 



^-. 



\ \ du d vi 



I 



(W) 



Ne risulta facilmente l'idenlilà 

d Xa d X -\- d i/„ d Y -]- d z,, d Z ^ 0, 

la (piale, interpretata geometricamente, dà un noto teorema di Ribai:<:olr (**). 
iiasla assumere come rigate coordinate </, v un sistema a cui corris|)onda 
sulla sfera un sistema isotermo, 

E-^Q^-\ F = {\ 
per dare alle (4^) e (4*>) le forme più semplici 



/^. «» 



d ii'o d X ..di) d Xu V ^ /^ ^ -^ 

n V V V OH n 



(*) IhANciii, I. e, I, pajr. 03. 
(•») Bianchi, I. e, I, {? 139. 
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27. Una conj^ruenza è normale se /f=0, quindi, pel teorema a), af- 
finchè le [l) sieno le due forme fondamentali di una congruenza normale è 
necessario e sufficiente che sieno nulli i due invarianti simultanei delle due 
forme espressi dai due membri della (II) o {IV) o (IF) : 

1 I A(M+ 3 (6-]j = 0, H=0. (44) 

L?. (UT) danno una qualunque superfìcie di partenza. Volendo in par- 
ticolare una superfìcie S ortogonale ai raggi, basta rendere 



Ó U > ^ gì; 

ossia 

3 To 6,,, dro òja, 



(45) 



d U A d V A 

quindi basta porre 

r,=j(^du-^dvy (46) 

ciò che è possibile per la prima delle (44). La superficie S è allora definita 
dalle formole 

dx (ly \dX D dX 



djo^fiy _ \ dx 

d u [a **V d u 



du \A ì du ^ dv 

) (*7) 

^ ^D" dX_ _(U \dj£ ' 

a y "" A du \ A "^ ^v a t; * 

Da queste formole si possono dedurre facilmente le ordinarie formole 
di rappresentazione sferica per una superficie S. 
Infatti la forma 

Edu* + ^2Fdudv + 0dv' (48) 

è per la superficie S la terza forma fondamentale e la seconda è(*) 

— ^dxdX=D,du' + 'liy,dudv+D\dx\ (49) 

i cui coefficienti sono legati ai coefficienti della seconda forma fondamen- 



(*) Bianchi, 1. e, I, § 5t. 
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tale — [A della congruenza dalle forinole 



^ _ ED\.~FDo 2)' - r A = ^ ^^ - ^ ^q 



D -f- To A = » XI = » 

A Ci 

come risulta dalle (9). 

In virtù di queste forniole, le (45) si riducono poi alle ordinarie formole 
di Codazzi. 

Le forme (48) e (49), legate dalle relazioni di Codazzi, individuano la 
superficie S e quindi la congruenza delle sue normali (*). Ma le (1) hanno su 
di esse il vantaggio che i primi membri delle relazioni che legano i loro 
coefficienti sono invarianti simultanei delle forme stesse; mentre clie i primi 
membri delle relazioni di Codazzi non sono invarianti delle (48) e (49). 

28. E facile caratterizzare le congruenze W normali ossia le congruenze 
costituite dalle normali ad una superfìcie i cui raggi principali di curvatura 
sono legati da una relazione {superficie W). 

Infatti la r», definita dalla (46), è l'ascissa del punto medio Qo del raggio 
g(u^ v) della congruenza rispetto al punto 3/(?i, v) ove g incontra la super- 
fìcie iS normale ai raggi, quindi è la semisomma dei raggi principali r,, r^ 
di S in 3/. 

invece ^>J—K è la differenza dei medesimi raggi (§ 19), 

2 V^^ K=r, — r,, 

Le congruenze W normali sono dunque quelle nelle quali r© e /v sono 
legate da una relazione, cioè quelle per cui risulta 



d n d To 



d li 
dK 



dv 

dK 



ossia, per le (45), 



= 



d ti d V 



, d K , d K 



d u 



d V 



(50) 



(•) Bianchi, 1. e, I, § 72. 
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Dunque: fé (+!■) e ("»0) sono le coìuììzìohÌ necessarie e su/fidenti affinchè 
In (I) iniliciduino una congruenza W normale. 
In piirticoliirc: 

6,„ = 0, 6,,, =0, H-^0 

sono le coiulizioni iiecessarie e sufficienti affinchè le (I) individuino una con- 
i/ruenza di normali ad una superficie ad area minima. 

Allora infatti le (il) e (00) sono soiidisfatle e per la (46) risulta 
"ir^ — r, ]-r, = c (costante); sìccliè le (i7) lieti niscoiio fx' superficie paral- 
lele ortogonali ai ra(,'gi, fra cui una superlìeìe ad area minima (c^O). 

Così pure: le (4-i) e K^coslaiile negativa sono le condizioni ttccessarie 
e snffifit'.utì affinchè le (I) individuino una congruenza pseudosferica nor- 
male (§ m. 



I TKOKKMl i)l MAIXS-DtII'lN E DI BeLTHAMI. 

!^1>. Alludiamo ai notissimi e celebri teoremi: 

(Ve unii congruenza normale di raggi luminosi subisce un numero qua- 
lun^/ue di riflessioni o ili rifrazioni, rimane sempre una congruenza normale 

rS'(? i raggi di mia congrnensa normale, uscenti dai punti di una super- 
fìcie S, si immaginano terminati ad una superfìcie ortogonale ai raggi, in ogni 
deformazione per flessione delUt S, che trascini seco i raggi dèltfi congruenza 
invarifthilmenle connessi, H luogo dei medesimi estremi sarà sempre una su- 
perficie ortogonale ai raggi. 

Vogliamo iliinostrare che la relazione fonda mei ita le (II) è la vera fonte 
ili essi e |)erniette di ciuinciare risultati jiiii generali. 

l'er le (Iir». si ha 



ipiindi hi (II") può si-i'iversi 



d r„ _ ^.ydx 



l-V'i'' ■ -^ VA'^"''-//A; (51) 

I ■• e V f e ■" (7 H 



si ha inoltrt 



„r. l";^,,,, "-,/,.| ^.'«sx ;;--„, .2^^- (M, 
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Se 

(l8' = E'du--\-^ F'dudv-\-Cjdv- 

è il (iiKidrato deirelonicnto lineare della sui)erfìeie di partenza S della con- 
gruenza, i coseni defili angoli a e ^ che il raggio g{H^r) della congruenza fa 
con le linee if, r di S nel punto di incidenza M (m, r), saranno espressi da 

quindi le (51) e (52) diventano 

_^(^/ eos «) - ^J^4K' cos p) = //A, (53) 

- (^ (7' cos a rf n r v' A" cos (i d v) -^ rf r„ - ^^ d n — ^^ dÀ - 

Se immaginiamo die la superficie S, supposta flessibile ed inestendibile, 
si deformi, trascinando seco i raggi della congruenza rigidamente connessi 
agli elementi del suo piano tangente, in tali deformazioni non nuitano w, r, 
E\ G\ a, p; non mutano duiupie i primi membri, e quindi i secondi, delle 
due precedenti eguaglianze. 

Dunipie: se i raggi di una congruenza elicono dai punti di una super- 
ficie S e quelita, supposta flessibile ed inestendibile, si deforma trascinando 
seco i raggi della congruenza rigidamente connessi agli elementi del suo piano 
tangente, non si altera il prodotto del parametro medio 11 per la radice (pia- 
drata A del discriminante defila prima forma fondamentale della congruenza^ 
uè si altera il valore deW espressione 



dr^ 



.^hll,ju-^dt^' (54) 



In particolare, se la congruenza è normale per una conligurazione di 
S, Ha e (54) hanno il valore (§ !27); al lletlersi di S essi conservano il 
valore 0, ciò che dimostra il teorema di BKi/rHAMi. 

30. Una congru(»nza di raggi luminosi si rifletta o si rifranga attra- 
verso ad una superficie S che separi due mezzi. Sui raggi incidenti assu- 
luianio come verso positivo cpiello che va dal punto M di incidenza al primo 
mezzo e sui raggi rifratti. (|uello che va da ili al secondo mezzo. Se chia- 
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niiamo y e y, gli angoli acuti che questi sensi positivi fanno con la normale 

alla superficie S in M ed n l'indice di rifrazione, abbiamo, per la nota legge 

di Descartes 

sen Y = n sen yj . (55) 

n in generale è positivo, ma per la riflessione n= — 1. 

Per la congruenza rifrangente prendiamo come superfìcie di partenza la 
superfìcie dirimente S e su questa assumiamo come linee u quelle invilup- 
pate dalle proiezioni ortogonali dei raggi della congruenza sui piani tangenti 
di S e a linee v le traiettorie ortogonali. Mantenendo le notazioni del para- 
grafo precedente, avremo 

quindi per la (53) 

/-(\/G'seny) = 7/A. 

Operando analogamente per la congiaienza rifratta e dando l'indice 1 alle 
quantità che ad essa si riferiscono, avremo pure 

-^^(v/G'seny.)=ff.A.. 

Dunque per la (55) 

//A = nff, Al. (56) 

Eseguendo un cambiamento qualsiasi di variabili 

w, = Ui (?i, v), Vi = v, (li, r), 

H e Hi non mutano, per il loro carattere invariantivo, e A e A, si moltipli- 
cano per uno stesso fattore 

d "(ti, V) 

e però la (56) seguita a sussistere. 

Dunque la (56), dimostrata per il particolare sistema di linee li, v scelto 
su S, vale qualunque sia il sistema n, v. 

La relazione (56) 2;?id ben ritenersi come una generalizzazione {di natura 
analitica)^ del teorema di Mnlus-Dupin. Per essa infatti // e H^ si annullano 
insieme, e solo insieme. 
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il paraiiielro totale della congruenza e, per la (31), sarà 2p la distanza dei 
due fuoclii del raggio (w, r). 

Naturalmente escludiamo che sia ? = 0, cioè escludiamo le congruenze 
paraboliclie che pure lianno sviluppabili reali. 

In tal caso la (II) diventa 

dudv ^1 1 \du^\ 2 \dv^[du\ 1 \'dv\ 2 i + ^J?-^' ^^'^ 

quindi, pel teorema fondamentale, si ha che: 

Ad ogni soluzione p di questa equazione di Laplace (del tipo ijyerbolico) 
corrisponde mm congruenza di raggi iperbolici riferita alle sviluppabili (e di 
parametro totale — p^). 

Fissata ad arbitrio una funzione r© di u, v, le formole 

cu ^'^^'•hu^bu^-'i <ì\n^^ 

ì (58) 

e le analoghe in y e z danno una superficie di partenza per la congruenza. 
In particolare, per ro = 0, si ha la superfìcie media 



\ 



^ \ (59) 

dx_ dX (^P.allS/K. ' 

Troviamo così le importanti formole (57) e (59) date dal Guichard per 
la risoluzione del problema (*). 

Per n = — p per ro = p si annulla l'ascissa (30) di uno dei due fuochi 
Fx («^i l/i -i)> Fz{x.y^z^)^ quindi per le superfìcie focali si hanno le formole 

CU \du \ '± y) dv ^ òv I 1 i 

ou ^ u '^ I 2 j ' dv \dv ( 1 r J 



(*) Annales Scientiflques de l'ÉcOle Normale Supérieure, t. VI, 3.« serie. 
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ìli 



Per la seconda delle (18), il paratiietro niedio della congruenza è 



H = 



2Fp 



Per ulteriori sviluppi e applicazioni rimandiamo al cap. X delle citate 
Tjesioni del prof. Bian(JHI. 



Congruenze riferite ad un doppio sistema coniugato. 



32. Or supponiamo che le linee sferiche (m, v) sieno le immagini di 
un doppio sistema coniugato di una congruenza. Risulta (§ 9) 



ly^o 



e le (HI) e IH') diventano 



^ Ade 



A. dii[ 
d D 



du À 



22|^ lllf^" 

1 i A +1 1 i A 



|22| 



8j;A^|2)a^|2^aJ 



+ 



ED' + G D 
EG — F' 






(GO) 



1 ? I 1 



pP" |22| I12( Il 



^ du i A 



) 



1 a I 1 






|12| „ , |11|„,1| , ED- + GD 
i 2 I^^Ji 



m) 



I 1 \ 



ii G — t 



= 0. 



Quindi pel teorema fondamentale. 

Preso ad arbitrio un sistema sferico («, v), esistono infinite congruenze 
cfte lo anim^tono come immagine sferica di un doppio sistema coniugato di 
rigate: se ne ottiene una per ogni coppia di funzioni D e D" di u, v soddi- 
sfacenti la ((K)) la (60'). 

Assegnata poi ad arbitrio una funzione r» di u, r, le formole 



dx 
du' 

dx 
dv 



_ dX ndx 

**» du '^ s dv "•" 



d 
dv 



D" d X 

A 



dX 



du *"" dv 



; A^l 2 ^ A ^1 2 I A ^mJ'"- 

' dvT 



a z>;' , |22(_D , 111 iir 

~du à'^\ 1 \ A ' ) 1 (a 



(GÌ) 
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le equivalenti 



^cv^iov \ i \ |2| cu] 

r_D'dX dX ipi)" 122U M2(^ ar.ly 



rx^_ dX 
d u " du 

dx D'dX 



(61') 



danno con quadrature una superficie di partenza^ appena note X, Y, Z in 
funzione di u, v, 

33. Supponiamo in particolare che il sistema sferico (il, v) sia orto- 
gonale, e quindi F=0, cioè che le linee sferiche (u, v) sieno le immagini 
delle superficie distributrici di una coìigruensa. 
In tal caso valgono le (14) 

D = --Ep,, ir = — Op,, 

sicché, sostituendo anche ai simboli di Chhistoffel i valori che assumono 
per jP = (*) 



i 1 1 


1 dE 111 
iEdu' 12 


1 dE 
<iGBv' 


il2 l dE 

( 1 ~¥^dv' 


|12| 

i2r 


i dG )22| 
20Stt' / 1 i 


1 dG 

^Edu' 


122) i dG 
[ 2 1 JGdv ' 



(62) 



la (6(y) si riduce facilmente a 



+ 



1 a r 1 / 8p. p.-p. dG\] 

S,IEG du\^lWG\ du'^ 2 du)\^ 



(63) 



Ad ogni coppia di funzioni p^ e p, di u, v soddisfacenti a questa equa- 
zioìie corrisponde una congruenza riferita alle superficie distributrici ; p, e p, 
ne soìw i parametri distributori principali. 

IfwUre, presa ad arbitrio una funzione r^ di u,v e note X, Y, Z in fun- 



(*) Bianchi, l. e, I, § 43. 
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\ 



none di u, v, le forinole 

du~ ^*du^^'^ Gdv \du^\ G dv^ ^Q ar J^' 
dv P'\ E du^ "dv [dv \ E du f^ du\ 



(64) 



dàmw una superficie di partenza^ mediante quadrature. 

In particolare, per r© = danno la superfìcie media, luogo delle linee 
di stringimento sia delle rigate u che delle rigate v (§ 14). 

34. Abbiamo osservato al § 24 che le formole di Gukihard non sono 
applicabili alle congruenze paraboliche. A quelle formole si sostituiscono nel 
modo più naturale le formole precedenti, perchè in tali congruenze i due 
sistemi di sviluppabili coincidono con uno dei due sistemi di superficie di- 
stributrici (§ 17). 

Sieno le v le linee sferiche immagini di tali superficie; il parametro di- 
stributore corrispondente p^ sarà nullo e la (63) si ridurrà ad un'equazione 
differenziale del secondo ordine in pi : 



du'~^^ du\E) du "2 dv dv 



+ 



ldu\iE du ) dv\^ o dv ) ^ J^ 

Ad ogni soluzione p^ di questa equazione^ del tipo paraholico, corrisponde 
nna congruenza parabolica riferita alle superficie distributrici, ossia alle svi- 
luppabili edalle rigate ortogonali ; pi ite è il parametro distributore princiiKtle 
twn nullo. 

Le (61), per P2=0, ro = 0, danno la superficie media-focale della con- 
gruenza : 

^^J^j_dsrE dx^___ JCrdX 1 d{p,\lG) 

9u y]EGdv ^^' dv~ ^'\ Edu'^yj'E du ^^' 



Saranno quindi 



^.-2(|t)'' ^-2|^|f. o = i, 



,( d Xo 



i 



V 
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ossia 

i coefficienti del quadrato del suo elemento lineare, col discriminante 

B. o. - f:^ ,,i^-0j . 

I coseni direttori della normale alla superfìcie nel punto (x^ y» »«) sa- 
ranno 

perchè il piano tangente ivi, essendo l'unico piano focale ed imo dei piani 
distributori, è normale alla tangente alla linea sferica t*. 

Derivando queste formole e tenendo presenti le (36) ed i valori (62) dei 
simboli di Christoffkl, si trova 

dX, ^ 1 d_{_G ax 2^_ _ I d_K[(l . ^ _ Y ,7-. 
^*^ \EG ^^ ^^ ài) E dn dn * >- ^? 

con le analoghe in Y^ e. Z^, 
Quindi per i coefficienti 

^•> = ~ 2i-6r- air ' J'<'-=~Z a-;; -^-,: ' '^ » = — Z 



d u dn " ^ d u d V " ^ d v d v 

della seconda forma fondamentale d«!lla superlicie risultano i valori 

Essendo D^ = 0, resta confermato per via analitica che le linee v della 
superfìcie media sono le asintotiche di un sistema (§ 17). 
Inoltre per la curvatura totale della superficie 



delle congruenze rettilinee. 181 



troviamo 



Ko = .. = 



come risulta dalla (28). 

Dunque: in Ufm congruenza parabolica la disianza fra i punii limiti di 
un raggio è eguale alV inversa della radice quadrata del modulo della curva- 
tura totale della superficie media nel punto medio. 

35. Alle soluzioni della (03) tali che p, ^p^ coriispondono congruenze 
isotrope. 

Se invece J0.2 = — />,, la congruenza è normale. Una superfìcie ortogonale 
ai raggi si deduce dalle ((34) ponendovi per r„ una funzione che annulli i 
coefficienti di X, 

^w ^lEQ dv ' dv ^lEG ^w ' 

cioè si deduce dalle formole 

dx__ dX_ l'EdX^ dx ÌG dX^ dX^ 

du~ ^'du ^''\Gdv' dv '^'\É 'óu~^^'dv ' 

l'o-r Pi e To— 1), sono i raggi principaU di curvatura della superfìcie. 



Congruenze riferite ad un sistema isotermo-coniuoato. 



36. Per una congruenza di raggi ellittici possiamo ottenere formole 
analoghe a quelle di Guiuhard, riferendola ad un doppio sistema isotermo- 
coniugato. 

Nell'ipotesi che le linee sfericlie (n, v) sieno V immagine di un doppio 
sistema isotermo-coniugato della congruenza, risulta (§ 12) 

Allora l'equazione differenziale delle sviluppabili (19) diventa 

du' ]-dv' = 0, 



k . 
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sicché le sviluppabili sono le 

u + iv = cost. , u — iv^= cosi. 

Possiamo dunque effettuare il passaggio analitico dalle formoie di Gui- 
CHARD a quelle che ci proponiamo di ottenere, eseguendo il cambiamento di 
variabili 

u-i-iv = u\ u — i^^=^v. 

Ma possiamo procedere per via diretta ed evitare l'immaginario, appli- 
cando le formoie generali del § 32. 
Se poniamo 

D /)" 

-7- = T- = P' 



risulta 



DJ)' 



K=---=^f 



e la (60) diventa 



^'p , ^'P j r)*U^)'^2n^P . 11*2 



-if«[r.'H?ì]-^[i?ì-iyi]--+H'=»- 



(65) 



Ad ogni soluzione p di questa equazione, del tipo ellittico, corrisponde una 
congruenza di raggi ellittici, di parametro totale p', riferita ad un doppio si- 
stema isotermo-coniugato. 

Le formoie (61) poi diventano 



a 

dx 

d 



u~ """ou^'dv^idv a«+M 2 t+q 2 tJ^ 

X dx dx rap , ar. , iii) , \^)]y 



e danno una superficie di partenza per ogni arbitraria funzione ro di u, v. 
In particolare, per ro = danno la superlicie media della congruenza. 
Son queste le formoie analoghe a quelle del Guighard (§ 31). 
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CONGKUENZE KIFKRITE ALLK SUPEKKIOIK PRINCIPALI. 

37. Supponiamo die un doppio sislema orloponale di linee sferiche 
if, V sia Vimmagine del doppio sistema di superficie principali di una con- 
gruenza. 

Allora risulla (§ II). 

'KG 
quindi, per la seconda delle (18), 

D=--lyHE, ir = -^HG. (66) 



Si ponga inoltre 



ly 



allora, per la prima delle (IH), si ha 

K = ^\' - l' , (68) 

quindi, per la (28), |2/[ è la distanza dei punii limiti. 

Per le ((M>) e (67) e per i valori (6:2) dei simboli di Chkistoffel, la (II) 
diventa 



ito V d V du n o v e no v ^ ^ • 



ove 



\iE(r\àn\\ E du) dv\yi U d vi \ 

è il parametro differenziale secondo di 11 rispetto alla prima l'orma fonda- 
mentale asseji:nata. Dunque, pel teorema fondamentale: 

Ad ogni coppia di funzioni II ed l di f«, v soddisfacenti a questa equa- 
zione alle derivate parziali seconde corrisponde una congruenza riferita alle 

AMiali di Matematica, Serie III, Tomo XV. 2i 
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super fice principali: H ne è il parametro medio, j 2 i | la distanza fra i punii 
limiti, e K^ definito dalla (G8), il parametro totale. 

Secondo che //'X = 4r, il raggio (w, v) sarà ellittico, iperbolica o 
parabolico. 

Per le (UT), ad ogni arbitraria funzione r© di u, v corrisponde una su- 
perfide di parleìiza par la congruenza, definita dalle formole : 






dx 






(70) 



Per To = si ha la superfìcie media, per r^y = ±1 si hatmo le superficie 
limiti. 

38. Appllcliianio queste formole alle congruenze nelle quali sono co- 
stanti i parametri distributori principali pi e p«, ossia nelle quali sono co- 
stanti H e K (ed /). 

In tale caso le (70) danno per la superfìcie media 






dx^ 1 IG dX dX_J^^ , 
dv i Se' du~^ dv Edv i 



(71) 



e, posto 



la (69) diventa 



Yl = ^1' ('2) 



no V ^ ^ ' 



Dunque: V elemento lineare sferico riferito alle immagini (w, v) delle su- 
perficie principali di una congruenza coi parametri totale e medio costaìUi, 
a^sums la forma 

ds'' = Edu'-\-Gdv\ (74) 

ove ^EG è una soluzione deW equazione (73) di Liouville. 

Viceversa: quando V elemento lineare sferico è ridotto alla forma (74) ed 
è soddisfatta la (73), con A costante, esistono infinite congruenze coi para- 



f 
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metri totale e medio costanti che ammettono le linee sferiche u, v come imma- 
gini delle superficie principali. 

Secondo che la costante A è maggiore, minore o cgiuile ad 1, in valore 
assoluto^ esse saranno costituite da raggi ellittici^ iperbolici (congruenze pseu- 
dosferiche)j o parabolici. 

Se ne ottiene una per ogni arbitraria scelta di due costanti H e ^11 di 
rapporto A. JjC (71) definiscono la corrispondente superficie media. 

Se J = 0, si hamw congruenze normali. 



Torino, 10 maggio 1908. 
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Antinomie logiche? 



{Di Beppo IjEVI, a CagliarL) 



jL ossono le leggi logiche condurre a contraddizioni? Non è agevole 
rammetterlo, ma è pure impossibile il dimostrarne l'impossibilità, perchè 
una tal dimoslrazioìie dovrebbe poggiare sulle regole della logica, ed am- 
metterebbe quindi ch'esse siano compatibili: se con una certa combinazione 
di queste regole si potesse concludere per l'impossibilità della contraddi- 
zione, non rimarrebbe esclusa la i)ossibilità che con un'altra combinazione 
si potesse in avvenire incontrare la contraddizione, perchè non si avrebbe in 
ciò che una nuova contraddizione, e la conclusione tinaie sarebbe per la in- 
compatibilità dei postulati della logica. 

Cionondimeno io credo che dalla contraddizione ci salvino i procedi- 
menti psicologici con cui le leggi logiche vanno continuamente formandosi 
e completandosi per progressivo perfezionamento dei concetti intorno al 
nucleo dei concetti acquisiti. 

• 

Io vorrei, nelle pagine seguenti, mostrare come possano risolversi le 
principali antinomie logiche (o antinomie della teoria degli aggregati) che 
sono state discusse negli ultimi anni. 

Troppo spesso, a parer mio, si è cercato la spiegazione delle antinomie 
nella sostanza delle cose significate dalle parole che in esse ricorrevano — 
numero, aggregato, classe, ecc., — senza tener conto che, se contraddizione 
v'era, essa era nei termini verbali in cui il laziocinio si esprimeva, ed in- 
dipendentemente dal significato assoluto di questi tennini. Quando giudi- 
chiamo di un'offesa alla logica, fion ci preoccupiamo del significato delle 
parole mediante cui si esprime la contraddizione: noi constatiamo soltanto 
che si viene simultaneamente ad affermare e a negare un certo fatto, qua- 
lunque esso sia. Queste osservazioni informeranno l'analisi che segue. 
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Debbo avvertire fin d'ora clie se, per raggiungere una espressione esatta 
e concisa, ho fallo uso qua e là dei simboli della logica nialeniatica, il let- 
tore potrà però in generale cogliere interamente il concetto dalla lettura 
soltanto del testo, sorvolando sopra tali formole. Per le Ibrmole più impor- 
tanti ho posto nel testo o in nota una traduzione verbale. 



1. 



1. È oramai affermazione triviale l'impossibilità di definire ogni cosa. 
Distinguiamo duncpie gli oggetti del nostro discorso in idee primitire e idee 
deriviate o definite mediante quelle. Ogni idea si rappresenta nel discorso me- 
diante un simbolo. Un simbolo rappresenta un'idea primitiva sempre e solo 
quando è indeterminato il significato che gli compete (*): rappresenta un'idea 
derivata quando il suo significato risulta individuato tosto che siano fissati 
i significati delle idee assunte come primitive. Nella scelta dei simboli da 
considerarsi come idee primitive v'ha una notevole arbitrarietà. 

Le idee primitive possono essere obbligate a soddisfare a talune mutue 
dipendenze: queste dipendenze sono espresse dai postulati. 

Ora è da notare che la ììostra definizione di « idee primitive » è più 
ampia di quella che ordinariamente si accetta nella logica simbolica. La lo- 
gica simbolica chiama infatti idee primitive quei soli simboli il cui significato 
è legato a soddisfare date proposizioni condizionali (postulati): ma non im- 
porta per essa di porre in evidenza quelle idee che, pur non essendo defi- 
nite, non sono condizionate dai postulati e restano quindi di significato ar- 
bitrario; il quale si può spesso identificare col simbolo medesimo. 



(*) Non è forse fuor di luogo una Uovo insistenza aopra questa indeterminazione del 
significato delle idee primitive, li' Hks8KNBKR<j, |). es. ( Ueber die kritisrhe Mathewatikj 
Sitzber. d. Herliner malli., (Jesell., l^.K)i, pag. 1^), osserva che gli assiomi della matematica 
non contengono tutti i contrassegni essenziali delle idee primitive che vi compaiono. È da 
notare che è ben vero che un sistema dato dì postulati può dare di una idea primitiva una 
determinazione, in rapporto ad altre idee, minore di quella che effettivamente si attribuisce 
a quel nome nel discorso comune:- ma la vera e completa determinazione di una idea pri- 
mitiva non è possibile, comunque complesso sia il sistema dei contrassegni che per essa si 
vogliano enunciare; noi non potremo mai identificare le idee, ma potremo solo affermare ohe 
fra esse sussistono certe relazioni. 
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(iella « frazione > 1'* agjjrregato delle coppie di numeri equimultiple d'una 
slessa * e così via. E forse più conforme alla concezione comune il consi- 
derare l'idea astratta come primitiva, attribuendole la proprietà di appar- 
tenere in ugual modo a tutti gli enti di quella classe. Ed invero il significato 
dell'idea astratta resta indeterminato: per direzione si può intendere ugual- 
mente la stella di rette parallele, come una terna di rapporti direttivi, ecc.; 
il scegliere una di queste imagini è una limitazione al concetto, senza in- 
fluenza sulla esposizione logica della teoria, ma pur sempre arbitraria. 

Condizione necessaria per la validità di un ragionamento è che il signi- 
ficato delle idee primitive sia mantenuto fìsso, mentre è d'altronde indiffe- 
rente — ed impossibile a constatarsi — che esso sia lo stesso ogni volta 
che quel ragionamento si ripete. Un ragionamento è logicamente corretto 
solo quando esso sia applicabile a tutte le interpretazioni di cui sono capaci 
le idee primitive, compatibilmente colle condizioni imposte dai postulali. 

2. Si disse or ora che nella scelta delle idee da considerarsi come 
primitive v'ha una notevole arbitrarietà. Non pare però che la logica possa 
fare a meno di assumere come prìnìitive le idee di « classe » e di alcune 
relazioni fra classi :d(* è contenuto >), ^N(<ce*, «classe comune a>), ^^... 
Correlativa all'idea di « classe > è l'idea di * individuo >; ma mentre la logica 
simbolica è costretta a considerare esplicitamente l'idea di «classe > (secondo 
il Formulario mathematico « Cls »), non le occorre di usare un simbolo per 
l'idea < individuo». Questa idea infatti compare nel Formulario soltanto nelle 
prime linee: <a, bj, , . , x^ y^ s indica objecto arbitrario)^: in seguito essa 
compare solo implicitamente nella relazione e(« è un >) la quale esprime l'ap- 
partenenza di un individuo (soggetto) ad una classe (predicato). 

lì. Tutti gli individui appartengono ad una classe, il « tutto ». Negli 
ultimi tempi, come espediente per sfuggire alle antinomie, si è cercato da 
vari autori di negare al « tutto > il titolo di « classe ». Non si può rifiutare a 
nessuno il diritto di tale esclusione, perchè < classe » è idea primitiva, e si 
possono quindi enunciare per essa quei postulati che si vogliano, purché non 
contradittori. Però mi pare che ragion sufficiente per attribuire il nome di 
classe al « tutto » sia il fatto che esso è la negazione del « nulla » : la considera- 
zione della classe « nulla » è generalmente accolta, ed è accolto che la nega- 
zione d'una classe sia una classe (*). Chi vuol negare al « tutto » il titolo dì 



(*) Basta esaminare il Formulario mathematico del Peano per riconoscere come il « nulla » 
vi compia una funzione essenziale. 11 Sghoenflies nega il valore logico così al «tutto» come 
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«classe» è coalrello a sostituire aU'ojìerazione logica consistente nella «ne- 
gazione d'una L'I asse ■ la potisidcrazioiie dolla «classe com|ileinenUiredi quella 
rispetto ad una elasse data »; e quando debba considerare <[uella idea rlip in 
preferisco cliianmre « classe • (coni)irendcndovi il « tutto ») dovrà dire • classe 
o il tulio -, 

4, Fra le idee pi'iinilive delie lenrie iiialeiiialiclie v" ha, in ;,'eiierale, 
qualche idea di classe: così iiell'aritinelica si assume. ìii geiieiale, come idea 
primitiva quella di « numero intero ., nella geometiia (juella dì • punto- ecc. 
V. ({ui numero intero e punto staiuio a si^niiìcare: la clnsue dei nnmcri interi, 
la clnsHe itui jianH. perch^ {]uel che si (considera ^ il niinieni o il punto qua- 
lunqtte della classe, uou mii determinato numero o un determinali) punto. 

Quando una classe non è idea primitiva, può essere delinita sia mediante 
una legtfp di fomiazìone dei suoi elementi, i finali per lai modo, individual- 
mente o a gruppi si possono generare e rieonoscere l'un dopo l'altro; ovvero, 
nel caso pìi'i comune, mediante l'enunciato dì una proprietà dei suoi elementi, 
la quale permette, dain un ente, iii riconoscere se esso appartenga o non 
alla classe, ma non ronseute una generazione successiva degli elementi della 
elasse. Diremo, nel prìnm caso, che la classe ha definizione generativa: 
ma^iori particolari su questo modo di dolinìzione sì diranno in seguito. 

."i. Ogni proposizione di una teoria si esprime, necessariamente, me- 
diante le irlee primitive di quella teoria; e se il campo di queste idee non 
h limitato a prim-i. sono idee |irimitive di una teoria Uitte quelle che com- 
paiono nelle pnqiosizioiii — in particolare, nelle detinizinni — di essa. Qual 
valore avranno ipiindi le espressioni «aggregato ben detinito • o -non ben 
delìnito ■ cui si « voluto ricorrere recentemente per giustificare le antinomie 
logiche t 

Il Cantoh, cui si deve l'espressione, risponde (*| « l.iÌco die un aggregato 
di elementi apparlenenti a una sfera astratta ijualunque è ben definito «piando, 
mediante il principio toglilo del terzo e-scUiso si può considerarlo determi- 
nalo in modo che: 

1." un oggetto qnaluri(pie di ipiella sfera a^tl■at^a essendo scpllo. si 

bI «nulla» ([Tefter rfie logisrhf.ti Faratìoxmn der Mwgenlehrf. .lahresber. d. d, malh.. Vereini- 
gung. 15. 190K, pa^. i'^. ma la ragione «-h'f^ti addiicp che sul •nulla» e eul «tutto» non 
si possono efTettuan' operazioni logkhe non pare soddisrttc^nle: U 8(',hornpi.iE8 è indoLlo a 
rio rial desiderio di trovare una ipmlctie via d'uscita dalle anlìnomie della teoriii degli ag- 
gregati. 

(*) Sur les ettaetHbke ìh/ìhU et Unéairee da poinl». Ada M ut 111? malica, voi. l, pog. 361. 
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possa riguardare come intrinsecamente determinato se esso appartiene o non 
all'aggregato; e che 

2.0 due oggetti appartenenti all'aggregato essendo dati, si possa riguar- 
dare come intrinsecamente determinato se essi sono uguali o non...». 

Intervengono a complicare questa definizione due espressioni di cui non 
è chiaro il significalo: ^ sfera astratta » ed ^ intrinsecamente determinalo » ; è 
chiaro che il Cantòr aveva dinnanzi alla mente un caso particolare, quello 
degli aggregati di numeri; la ^ sfera astratta» era per lui la classe dei nu- 
meri, il continuo; e quando egli diceva * intrinsecamente determinalo » aveva 
innanzi alla mente che noi possiamo immaginare teoricamente risolta la 
questione se un luuiiero soddisfa ad una data condizione e se due numeri 
sono eguali o non, con convenienti trasformazioni delle loro definizioni, senza 
che spesso si possa assegnare un numero limitato di operazioni mediante le 
quali si raggiunga lo scopo. La nozione cui il Gantor si riferisce dunque, 
piuttosto che una nozione assoluta di « aggregato hen definito >, è quella di 
< aggregato definito mediante determinnte idee primitive » (nel caso speciale, 
mediante le idee deiraritmelica) ; e non v'ha caso di parlale di aggregato 
hene o non ben definito; un aggregato è definito medianle determinate idee 
primitive quando la definizione di esso è costituita da un gruppo di segni 
logici e di segni rappresentanti le idee primitive ammesse (*). 

Ma se il campo delle idee primitive non è determinalo a priori, non 
v' Ila luogo a parlare di aggregato bene o non ben definito; eventualmente 
potrà essere idea primitiva esso stesso; in ogni caso esso partecipa della 
indeterminazione delle idee primitive che entrano nella sua definizione; ma 
tale indeterminazione sarà senza conseguenze logiche, perchè non potremo 
affermare dell'aggregato altro che (|uello che permetteranno i postulali, in- 
dipendentemente dalla interpretazione che siano per avere le idee primitive. 
Al più si potrà distinguere aggregati dipendenti da un numero limitato o da 
una infinità di idee primitive; e nel caso d'infinite si potranno classificare a 
seconda del tipo (numerabilità o meno, ordinabilità, ecc.) dell'aggregalo delle 
idee primitive medesime. Siamo troppo avvezzi ormai a Irallare gli infiniti 



(*) li 8ig. Zermelo (Uutersiichunyen u, die Grundlagen der Meugenlehre., I, Math. Ann., 65, 
n. i, pag. 2f>3) accetta (jiiestii definizione «lei « de fin ito » e più sotto (n. 6) paria più esplici- 
tamente di «definito rispetto ad un determinato a^rgregrato ». Ma pare ch'egli dimentichi che 
questa restrizione è, di sua natura, provvisoria; e che, allargando convenientemente i*aggregato 
rispetto al quale si deiinisce, ogni proposi/ione definirà un aggregato. 
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per poter escludere a priori che anche di questi ultimi aggregati sì possa 
parlare con qualche frutto: ma al più in questa classificazione si potrà tro- 
vare la base di una limitazione provvisoria nella teoria degli aggregati; non 
mai in una vaga distinzione di bene e non ben definito. 



§ ± L'antinomia del Richard. 

6. Premesse queste generalità veniamo a trattare successivamente delle 
varie antinomie maggiormente discusse e incominciamo da quella del Rtchard. 

Il paradosso del Richard può enunciarsi come segue: (*). 

* Consideriamo l'insieme di tutti i numeri compresi fra e 1 e che pos- 
sono definirsi con un numero finito di parole; essi formano un aggregato /? 
numerabile e (piindi ordinabile. Supponiamo che ciascuno di questi numeri 
sia espresso in decimali e consideriamo il numero A^ che ha come parte 
intera e di cui 1'//""' cifra si ottiene dall'/**"' cifra decimale dell'/r" numero 
di K mediante la sostituzione 



f 



1 2 :ì 4 r> 6 7 8 9 

1 2 :{ 4 r> <) 7 8 1 1 



Il numero N non potrà essere nessuno dei numeri che si erano supposti 
in /?, e cionondimeno è definito mediante un numero finito di parole, e deve 
perciò appartenere ad /?>. 

7. Perchè la parola definito abbia senso occorre che si sappia precisa- 
mente quali sono le idee primitive che si suppongono: mediante combina- 
zioni di queste dovranno supporsi sostituibili tutte le altre parole. Ora evi- 
dentemente il Richard suppone che le idee primitive da cui dipende la sua 
costruzione siano anzitutto le idee i)rimitive del linguaggio comune — che 
qui è impossibile enumerare — e le idee primitive dell'aritmetica. Ma forse 
non fu abbastanza osservalo che l'affermazione che « il numero iV appartiene 
ad JB, per il fatto solo che si esprime con un numero finito di parole > im- 
pone che Vaggregato E debba considerarsi come idea jyrimitiva. Se infatti 



(*) Cfr. Richard, Jjettre à MM. ìes directeurs de la revue generale des sciences. Revue gén. 
d. se, 1905, Ada Mathematica, voi. 30 pagg. ^5-296. 
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l'idea E deve considerarsi come idea definita, essa non può aver parte nel 
secondo membro della proposizione defìnienle E medesimo: 

£? = aggregato dei numeri compresi fra e 1, ciascun dei quali si de- 
finisce (con un numero finito di parole) mediante le idee primitive 
del linguaggio comune, quelle dell'aritmetica,... 

Nella definizione di nessun individuo di E dovrebbe quindi intervenire 
l'idea E, mentre da essa dipende la definizione di N. 

Il paradosso del Richard non si incontra se V aggregato E si vuol con^ 
»iderare conte idea definita e non conte idea pHmUtva, 

8. Consideriamo dunque E come idea primitiva. Come si prova ora 
che E ò numerabile? Come se ne determina una numerazione? Si deve qui 
notare che la definizione di N non dipende solo da J?, ma ancora da una 
numerazione di E che si suppone fissata. 

Per giustificare questo punto del ragionamento del Richard si dice ge- 
neralmente (*): I^oichè per ipotesi i numeri dell'aggregato jB si esprimono con 
un numero finito di parole, a ciascuno di essi corrisponderà una o più frasi 
che lo rappresentano. Sia alloia F l'aggregato di tutte le frasi; esso è nu- 
merabile e può essere numerato in modo determinato, p. es., così: Si dispon- 
gano in un onhne determinato le lettere dell'alfabeto, i segni d'interpunzione 
(uno di questi che non si scrive, ma qui non può essere trascurato, è lo spazio 
che separa le parole) ed eventualmente gli altri segni che si ammettono nelle 
nostre frasi (cifre, segni aritmetici, segni rappresentanti idee primitive che 
non si vogliono rai>presentare con parole, per es., E), Noi ammettiamo che 
questi segni siano in numero finito; sia B questo numero: consideriamoli, 
nell'ordine assegnato ad essi, come le B cifre di un sistema di numerazione 
di base /^; ogni frase rappresenta allora, in (}uesto sistema di numerazione, 
un numero intero, e ad ogni npmero intero corrisponderà una frase ben de- 
terminata (significativa o non). 

Per numerare l'aggregato E basterà ora scegliere fra le frasi di F tutte 
quelle che rappresentano elementi di /?; (juindi sopprimere tutte quelle frasi 
che rappresentano numeri già rappresentati da una frase precedente neiror- 
dine assegnato: le frasi residue rappresenteranno tutti gli individui di J5? e 
ciascuno una volta sola. Attribuendo ad esse i successivi luimeri naturali 
nell'ordine della loro numerazione come elementi di F^ risulta determinata 
una numerazione di E. 



(*) Cfr. RicHAHD, I. e. : Pkano, lievista de Mathematica, l. 8, 1906, pag. 149 e seg. 
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Affinchè la precedente descrizione costituisca realmente una definizione 
di un ordinamento di E occorre però ancora una volta che essa sia indipendente 
da una precedente conoscenza di questo ordinamento, occorre quindi che non 
sia necessario conoscere tale ordinamento per giudicare se una frase rappresenti 
o non rappresenti un numero, per distinguere questo numero da ogni altro, 
per giudicare se due frasi differenti rappresentano lo stesso numero. Occorre 
dunque che l'ordinamento di E che si considera non ahbia alcuna parte 
nella definizione dei numeri di E, Se si fa questa ipotesi il numero N del 
Richard non può essere individuo di E, Il numero N può divenire indimduo 
di E solo se si ammette cìie fra le idee primitive mediante le quali, con un nu- 
mero finito di segni, possono esprimersi i singoli numeri di E vi sia piire una 
idea primitiva R, ordinamento delV aggregato E, 

9. Se i postulati che si ammettono legare lo idee primitive /?, R(*) e le 
idee primitive dell'aritmetica e del linguaggio C4)mune sono compatibili, il 
numero N esiste ed appartiene ad E\ ma ciò è assurdo, dunque quei postu- 
lati non sono compatibili. La conclusione non i)uò troppo stupire se si ri- 
corda che in altri campi della matematica già si h posto il quesito della 
compatibilità o meno dei postulati, e pei postulati medesimi della logica fu 

posto dallo HiLBKRT. 

Cionondimeno noi ci chiediamo: dove esiste la contraddizione t' Perchè 
nulla vieta, a quanto pare, di concepire l'aggregato /?, e quanto all'esistenza 
dell'ordinamento R |)are che essa sia stata dimostrata nel n. 8. — Ma questa 
dimostrazione è illusoria: perchè il |)rocedimento indicato al n. 8 non de- 
finisce un ordinamento se prima non si è deciso se determinate frasi rap- 
presentano o non rappresentano numeri, e quindi se non si sa se le idee E 
ed R sono compatibili. D'altronde, quand'anche, senza prima decidere circa 
questa compatibilità, quel ragionamento potesse definire una jiumerazione 
di Ej nel supposto che E esista, noi non sareiììmo in nessun modo autoriz- 
zati a far coincidere tale numerazione con (juella indicata con /?, per indurne 
la reale esistenza di R e (piindi di E. La numerazione R è idea |)rimitiva, 
quindi non identificabile con una numerazione descritta, ma da considerarsi 
come idea determinata (**) e invariabile per tutta la durata dei nostri ragio- 



(*) I postulati che limitano le idee primitive E, R si possono enunciare : ì,^ E è un ag- 
{?regato di numeri compresi fra e 1 ; ^.'^ jB è un ordinamento dei numeri di Ex 3.° Tutti 
e soli i numeri di E possono esprimersi con un numero finito di segni, fra cui E ed R. 

(**) Idea determinata significa solo che il valore del simbolo, pur non essendo espresso 
né esprimibile, deve restare invariato in virtù del principio di contraddizione e non può 
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nainenti. L' identifìcark ad un certo punto del ragionamento con un'altra 
numerazione che con essa non risulti identica a priori sarebbe mutarla. 

10. Possiamo illuminare ancora questa impossibilità di far coincidere 
la numerazione R postulata come idea primitiva con quella definita al n. 8, 
mediante un esempio che non ricorre a processi infiniti come avviene per 
quello del RrcHARD. 

Si chiami 7?, come pocanzi, il numero dei segni che servono a comporre 
le nostre frasi: fra questi segni supporremo compreso, per comodità, il segno ^ 
(elevato a). Si vede facilmente che i?>40: lo supporremo scritto in cifre 
nel sistema decimale, e chiameremo fi il numero di queste cifre (presumi- 
bilmente p = 2). Si consideri allora la proposizione 

«Il numero di posto B f^B \n R>\ 

essa consta di 25 + 2 p segni; il suo posto nell'ordinamento di F è quindi 
< B*"^*P<C^/^^; se dunque i numeri di E si numerano come si disse nel 
n. 8, il numero considerato dovrà avere posto <iB I^B, Quella numerazione 
non può dunque essere R, 

È chiaro che simili contraddizioni si possono costruire per molte altre 
definizioni di numerazioni che si vogliano immaginar sostituite a quella del 
n. 8. La contraddizione del Richard si presenta comunque R si voglia im- 
maginar determinato. 

11. Le osservazioni precedenti hanno mostrato che solo ad un errore 
si deve l'opinione che l'esistenza di jB e della sua numerazione R sia dimo- 
strata: determinare con maggior precisione ove stia la contraddizione non è 
possibile perchè quando un sistema di postulati è contradittorio, la contrad- 
dizione sta nel loro insieme, non precisamente in alcuno di essi. 

12. Farò ancora un'osservazione sulla spiegazione proposta dal Peano. 
Il prof. Peano ritiene di poter definire le nozioni E ed R: si tratta in 

sostanza di definire indipendentemente da F e da R l'elemento di posto n 
in R, E è allora definito come l'aggregato di questi elementi. Ma il Peano 
medesimo osserva che nella sua definizione la parte: 

* Valore n = numero decimale che è definito dal numero n scritto in sistema 
alfabetico, interpretato secondo le regole della lingua comune » (1) 



quindi farsi coincidere col valore di un altro simbolo o gruppo di simboli che non risulti 
ad esso identico in virtù dei postulati ammessi. Così nella geometria projettiva piana pwn^ 
può assumersi come idea primitiva; retta può derivarne per delìnizione: si constata che retta 
soddisfa ai postulati di punto convenientemente interpretati (legge di dualità): non sarà perciò 
permesso di identificare le nozioni di punto e retta ! 



Beppo Levi: ArUiìwmie logiche? 197 



essendo espressa in lingua comune, non garantisce un' analisi completa (*). 
Il Peano si vale di questa definizione per passar poi a quella dell'elemento 
di posto n in R; egli chiama fn questo elemento e pone 

fn = Valore min„ [N^ r^xt (Valore x t e)] (2) 

(in parole: fn è il valore del primo numero alfabetico che segue quello di 
valore f{n — I) e che ha per valore un numero dell'intervallo 0...t). Or- 
bene, fra i numeri alfabetici ve ne saranno di quelli che per essere inter- 
pretati secondo le regole della lingua comune, chiedono che si sappia che 
cosa sia la totalità degli /"n, od anche soltanto quale sia Vfn che essi de- 
finirebbero, qualora un fn corrispondesse ad essi; in sostanza può darsi che 
nel secondo membro della (1) entri il simbolo fn (o il suo equivalente R) 
in tal forma che esso non risulti definito da (2), se non si conosce il valore 
del primo membro della (1) medesima. 11 sistema (t) (2) non costituisce dunque 
una definizione; è invece un sistema di postulati che legano il segno non defi- 
nito fn ad altri segni. 

Il numero N del Richard si definisce mediante la classe totale degli fn 
(il simbolo R) ; se questa classe si potesse ritener definita, la contraddizione 
condurrebbe ad affermare col Peano che è il numero N medesimo contra- 
dittorio e quindi non esistente: ma se di fn è ancora dubbio il significato 
la contraddizione mostra anzitutto che non esiste la classe degli fn; la non 
esistenza di iV è di ciò una conseguenza necessaria. 



§ 3. L'antinomia di Burali-Fokti. 

E nota sotto il nome di Burali-Fohti l'antinomia che consisterebbe in 
questo che per una parte si afferma esistere un numero ordinale trafisfinito w 
superiore a tutti i numeri ordinali transfiniti, mentre per altra parte si af- 
ferma esistere un numero transfinito w+l successivo a questo. 

Per chiarire l'origine del paradosso occorre analizzare la definizione dei 
numeri ordinali transfiniti. 



(*) L. e, pag. 157. 
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Gli aggregati ben ordinati, 

13. Un aggregato si dice ben ordinalo se esso è ordinato in modo che: 
t." esiste un elemento precedente tutti gli altri nell'ordinamento dato; 2.^ ogni 
parte dell'aggregato possiede un elemento che, in detto ordinamento, precede 
tutti gli altri elementi di essa. 

L'aggregato degli elementi d'un aggregato ben ordinato, che precedono 
un elemento dato è ben ordinato e si dice un segmento dell'aggregato dato. 

Due aggregati ben ordinati si dicono dello stesso tipo o numero ordifmU 
se fra i loro elementi si può stabilire una corrispondenza biunivoca ed or- 
dinata. Quando la corrispondenza esiste è individuata. Il numero ordinale 
di un aggregato ben ordinato risulta così definito per astrazione. 

Dalla definizione segue facilmente che: dati due aggregati ben ordinati 
F e G può awerarsi uno ed uno solo dei tre fatti seguenti: 

a) F b dello stesso tipo di G. 

b) Esiste in G un segmento dello stesso tipo di F, 
e) Esiste in F un segmento dello stesso tipo di G. 

Dalla definizione di numero ordinale di un aggregato data poc'anzi ri- 
sulta che nell'ipotesi a) F e G haiuio numero ordinale; nelle ipotesi 6) e e) 
uno almeno dei due aggregati (e precisamente F nell'ipotesi 6), G nell'ipo- 
tesi e)) ha numero ordinale. 

Possiamo noi asserire che un aggregato ben ordinato abbia sempre nu- 
mero ordinale? 

Manteniamo impregiudicata la risposUi e poniamo la definizione: 

Se F e G hanno tipo, nell'ipotesi b) si dice che il numero ordinale di F 
precede od è minore di quello di G; nell'ipotesi e) naturalmente il numero 
ordinale di G precederà (o sarà minore di) quello di F, 

È evidente che se un aggregato ben ordinato G ha tipo, ogni suo seg- 
mento ha pure tipo, perchè se esiste un aggregato in corrispondenza ordi- 
nala con 0, i segmenti di esso saranno in corrispondenza ordinata con 
quelli di G. Può esistere al più un aggregato ben ordinato che (eventualmente 
insieme con suoi segmenti) non abbia tipo: Se infatti O è un aggregato non 
avente tipo, qualunque aggregato ben ordinato che non sia un suo segmento 
dovrà trovarsi rispetto a G nel caso 6), e quindi, come si osservò, avrà tipo. 
14. Dato un aggregato ben ordinato G, si faccia corrispondere a cia- 
scuu segmento dell'aggregato il primo elemento della parte residua: risulta 
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(la tul corrispondenza die l'aggregato di quei segmenti è esso medesimo lieii 
ordinato iiuando ad essi si allribuisca l'ordine degli elementi cornspoiulenti. 
(Jn qualunque aggregato parziale rlie abliia per elementi (]U('yti i^epmeiili lia 
un primo elemento. 

Segue da questa osservazione che se si ordinano i numeri ordinali secondo 
la relazione di precedere e seguire definitii poc'anzi, l'aggregato di essi nu- 
meri ordinali risulta ben ordinato. Occorre perciò dimostrare che rpialunque 
aggregalo t di numeri ordinali ha un primo elemento: si tlasi invero un ele- 
mento g di /: esso è il tipo di un a^regato ben ordinato G; ì numeri di I, 
minori <ii g, sono i tipi di segmenti di fi. Fra questi segmenti v'è un primo 
(caratterizzato dal fatto che l'aggregato complementare rispetto a G ha per 
primo elemento il primo elemento di G che non appartenga a tutti (luej 
segmenti): il tipo di esso, elemento di t, precederil ogni altro elemento di /. 

L'aggregato ben ordinato cosliluilo dalla totalità dei numeri ordimili si 
chiaHterà W. 

Ogni segmento di W ha tipo; e se il segmento è infinito, il sito tipo ì-- il 
primo numero ordinale die tiOìt gli appartiene. 

lafatli l'aggregato dei numeri ordinali Uniti ha numero ordinale, e pre- 
cisamente il primo numero ordinale Iranslinito. Se ora esistessero segmenti 
inliniti di li' non aventi tipo od aventi tipo diverso dal primo numero or- 
dinale non appartenente ad essi, |)er l'osservazione del principio del n.", 
esisterebbe un [irimo fra questi. Sia Te sia j/ il primo numero ordinale non 
appartenente ad esso e O un aggregato «li tipo g. I segmenti ili r hanno 
tutti, per ipotesi, tipo precedente g; qiundi nessuno ■di essi ha il tipo di G. 
Allora (n, 13) o r ha il tipo di fi, ed è questa la tesi da provarai; ovvero r 
ha il tipo d'un segmento di G, cioè un tipo <.g: ma per ipotesi tutti i lui- 
tneri ordinali translinili <Zg corrispondono ai tipi dei segmenti di !': iluiique 
questa seconda ipotesi è assurda. 

L'aggregato totale W dei numeri transfinili non ha tipo. Se infatti esso 
avesse tipo, corris[K)uderehbe ad esso un numero ordinale tv: i numeri or- 
dinali precedenti w costituirebbero un segmento di W avenle lo stesso nu- 
mero ordinale n- di W: il che è assurdo. 

Si possono dunque completare le osservazioni lìnali del n. 13 enunciando: 

Fra gli aggregati ben ordinati ve n'ha uno — l'aggregato W dei numeri 
ordinali — il (ptale non ha tipo: tutti gli altri aggregati ben ordinati, com- 
presi i segmenti di W, hanno tipo. 

ir>. Qui ap|)are la prima roniui deiranlìnomia iti LJnni li-Forti. È pos- 
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sil)ilo che un aggregato non abbia tipo? Per attenerci strettamente alla de- 
finizione, un aggregato ha tipo tosto ciie esiste un altro aggregato ben or- 
dinato ordinatamente riferibile ad esso. Ora è evidente che, appena noi 
avremo concepito un aggregato, un altro ne concepiremo riferito ordinata- 
mente ad esso modificando i suoi elementi con un'operazione mentale qua- 
lunque, sostituendo, p. es., a ciascuno di essi il pensiero di esso. 

È questa una nuova operazione logica di cui finora non s'era parlato: 
soltanto da questo silenzio proviene il malinteso. Quando noi dicevamo d'aver 
considerato l'aggregato di tutti i numeri ordinali, noi avevamo invece con- 
siderato l'aggregato dei numeri ordinali di aggregati ben ordinati nella de- 
finizione dei cui elementi non abbia parte l'operazione « il pensiero di ». È na- 
turale che, aggiungendo la nuova operazione, l'aggregato possa accrescersi. 
Ed infatti, se l'aggregato prima considerato si chiama W, verremo a con- 
cepirne un tipo ed un numero ordinale w che a W non appartiene. L'ag- 
gregato ( W, w) è ben ordinato e coll'operazione « il pensiero di * si può co- 
struire un aggregato dello stesso tipo: così si definisce un nuovo numero 
ordinale w-{-ì e così via. È tutta una serie di nuovi numeri ordinali che 
si viene a costruire. Ma allora un dilemma si pone : si ammette che abbia 
senso parlare dell'aggregato di tutti i numeri ordinali degli aggregati che si 
possono definire mediante date operazioni e idee logiche, compreso fra quelle 
* il pensiero di », ovvero si ammette che parlare di tale aggregato non abbia 
senso. Nella prima ipotesi, quando considereremo quell'aggregato non po- 
tremo più applicare ai suoi elementi l'operazione « il pensiero di », perchè 
tale operazione avrà già operato quanto poteva; nella seconda ipotesi l'ag- 
gregato non esiste ed è fuor di luogo parlare del suo tipo. 

Si illuminerà anche meglio questa veduta esaminando la definizione ge- 
nerativa dei numeri transfiniti. 

La definizione generativa. 

16. Supponiamo di conoscere un oggetto 1 ed un'operazione S che 
trasformi 1 in un nuovo oggetto S 1 = 2 su cui si possa ancora operare 
con S. 5 2 = 3 sia un oggetto diverso da 1 e da 2 e su cui si possa operare 
con S e così via. Ogni nuova applicazione dell'operazione S generi un oggetto 
diverso dai precedenti su cui essa sia applicabile. Operando così successi- 
vamente con S noi generiamo la serie dei numeri interi che indicheremo 
con Ni . 
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In simboli 
(Def) v^=Cìsr^v3[izv:xzv.^ ^,\Sxz{v'iì):yz{V'ix),^ ^.Sx \ Sy] (0) 

(Post) 3t> (!)(*) , (Def) N, = riV (2) (*) 

(Fra le classi t> ve n' ha di quelle tali che, scelto un individuo z qua- 
lunque della classe, esistono rispetto ad esso classi t>^. per cui si soddisfa la 
def. (0) ove si scriva z al posto di t e p, al posto di t>. Tali sono le classi t> 
per cui si verifica che, per un individuo qualunque z di esse, S''z^\^z qua- 
lunque sia l'intero n; e di tali classi esistono certamente, perchè una classe v 
soddisfacente a (0) non perde questo suo carattere se se ne sopprimono 
tutti gli individui ^ tali che per un n conveniente S" 21 = C Questa osserva- 
zione mostra che in particolare la proprietà Sz-\^z si verifica per tutti gli iV, .) 

Fra gli individui d'una qualunque delle classi v definite da (0) ve ne 
sono di quelli (almeno l'I) che non sono successivi di nessun individuo delle 

classi V soddisfacenti a (0) cui appartengono. Chiameremo v ogni aggregato 
costituito di tah individui. 

Precisando la definizione nella sua rappresentazione simbolica, porremo : 

(Def) V = Cls /-Mi3 (3 p/^ 1^3 (ti Dt;).'.t;ep. o^:xtv,^^,SX'tu\ (3) 

Una classe v è quella che si riduce al solo elemento 1: in simboli 

tlet;; azv.b^a.D.bzv. 
Imitando la def (2) potremo allora porre 

(Def) utv .^. Z(u)^=nv^V2{uz>v) ) 

iV,=Z(cl). ) ^ 

17. Ciò posto, supponiamo che si abbia una nuova operazione /, e fra 

le classi V una w, che contenga l'individuo 1 e tale cltC esistono classi z, 
contenute in w, sulla cui corrispondente classe Z (z) si possa operare con /, 
ottenendo così un individuo IZ{z), e supponiamo che sempre /Z (2?) sia un 



(*) In parole: (Post) esistono classi che contengono TI e tali che se contengono un ele- 
mento Xy contengono pure VS x, il quale non sarà mai Vi, e che se ai; ed y sono loro indi- 
vidui distinti, Sxo\mSy. — (Def): N^ è il prodotto logico di tutte queste classi (la classe co- 
mune a tutte). 
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individuo di u, diverso da 1, e variabile con z: 

(Post) uzv; 1 sti; ^ 2?3 [2?D u.g /Z(2?)]; 

2? D w . 3 IZ(z) . D , . IZ{z) e (m- 1 1); [ (5) (*) 

z^u .t ^u, IZ {z) = I Z (<) . D .,,, . 2? = L 
Porremo inoltre 

(Post) 3 IN, , (Def) IN, = <ù. 

Il post (5) ci dice che w è un individuo di u; <|uindi, per le def (3) e (0), 
sopra co si può operare con S una, due,... volte generando l'aggregato Z(tw): 
rinsienie degli individui di Ni e di Z{i(ù) costituisce l'aggregato Z(l, w). Am- 
mettiamo che esista IZ{Ì, w); per (5) sarà individuo di te diverso da 1 e da w. 

Porremo 

JZ(1, a>) = a>.2. 

Risulta subito anah^gamente che esiste Z(l, w, w.2); noi ammetteremo che 
esista pure 7Z(1, w, a>.2) = a>.3 — e così via. Così, mediante le operazioni 
S ed 1 noi possiamo, a partire dall'individuo 1, costruire una serie illimitata 
di incUvidui nuovi, comprendente iV, (e contenuta in Z{u)), La chiameremo, 
per avvicinarci ai simboli in uso, ìV(m,), ponendo pure N, = N{^o)- Per rac- 
cogliere in simboli questa dehnizione, porremo 

(Post) 3P, 3fp, = Cls/-^u'3 1, / A^, e H' i y D ir t< . D ^ . Z{v) ^w:: 



v^wu. izv.z^ v.Z'= ì):IZ{z)zw.o ,.IZ{z)tv ,\ 
D,.3/Z(t?). lZ{'o)tw^\ 



(G) (**) 



(Def) A(N.) = nt), 



Da questa definizione risulta facilmente una semplice legge per ordinare 
gli elementi di N(^y) (ordinamento che dalla precedente esposizione della 
definizione in parole già risulta VcT). Consideriamo invero gli elementi della 



(*) w e / sono così qui idee primitive. 

(**) Ar(Ni)è r.'iggregato minimo che contiene \e I N^\ che contiene inoltre l'aggregato Z(v), 
tosto che V è un iig^regato contenuto in u e in N {'^^) medesimo; che contiene inflne l'in- 
dividuo IZ{v) tosto che l'aggregato r, contenuto in «i e in A^Hi), contiene tutti gli indi- 
vidui f Z(s) che appartengono a iV(J«|), ove s sia un iiggregato contenuto in u, ma non identico 
a V medesimo. — 11 postulare resistenza delle p, è postulare una proprieU\ delle opera- 
zioni /; precisamente si definisce così un campo di classi Z{s) su cui l'operazione / agisce. 
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forma IZ(v): siano IZ(v) e I Z{v') due di essi; osservo che dei due aggre- 
gati V e v' uno è certamente contenuto nell'altro: si ha infatti dalla defini- 
zione che i? e v' contengono l'individuo 1; esiste quindi una classe X comune 

a, V e tf': 

'k = vv' 

e poiché V e v* sono contenuti in m, sarà X d m. 

Dall'ipotesi che IZ{v) e TZ(v) siano individui di iV(«,) segue che 

zZ^v.Z' = vAZ(z)tN («0 . D , . / Z (2;) e t;. (7) 

Infatti se lZ(z) non fosse un individuo di v esisterebbero classi p, le 
quali non contengono IZ(v); dunque IZ{v) non sarebbe un A^(h,), contro 
l'ipotesi. Analogamente 

zov ,Z' = v' ,IZ{z)t iV(M.) ,^,.IZ(z}t v\ (T) 

Si consideri allora una classe z contenuta in X e quindi in y e in v; si 

avrà 

z :D'k . z ' = V . z ' = v\ I Z {z) t N (i^,) . :d , . 1 Z (z) il. 

Applicando la def (6) si ha allora 

IZ{'k)tN{H,). 

Allora, o X non è nessuno degli aggregati y, v\ ma è contenuto propria- 
mente in ciascuno di essi, e, applicando ancora le (7), (7) si ottiene (ponendo X 

al luogo di z) 

IZ{'k)zv, IZ{'k)zv' 

onde IZ{'k)tvv\ contro l'ipotesi che 'k = vv (*); oppure X è uno degli ag- 
gregati V, v' che è la tesi che si voleva provare. 

Basterà convenire che se vz^ì) si dirà IZ{v) precedere IZ{v) e che 
si dirà 1 precedere ogni elemento di iV (>«,), perchè ne risulti definito un or- 
dinamento degli elementi di A'^(M,)/-^n (classe comune a A'(«,) e a m). E 
l'aggregato risulta in tal modo ben ordinato. Sia infatti A una sua parte: 
occorre mostrare ch'essa ha un primo elemento. Questo è senz'altro 1 se A 
lo contiene: nella contraria ipotesi, si osservi che ogni individuo a di ^ 
(come ogni individuo di N {^,) é^n diverso da 1) è della forma IZ(ol) dove a è 
un conveniente aggregato di u; e, per quanto si disse or ora, due diversi 
di questi aggregali a sono contenuti l'uno nell'altro. Il prodotto logico di tutti 



(•) Si vede facilmente che se TZ{3)ìX(Hi). IZ(z)'tz, 
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XV. 27 
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gli aggregali a che generano degli I Z{cl) elementi di A è dunque il minimo 

fra essi, e ad esso corrisponde un individuo di A precedente tutti gli altri. 

Si considerino ora anche individui di ìV(k,) clie non appartengano ad u: 

se ic è uno di essi esiste un x in m tale che x si ottiene da esso con una 

successione di operazioni S-: xtZ{^x): d'altronde se x appartenesse ad u 
basterebbe per x prendere x medesimo perchè questa relazione fosse ancora 
verificata. Siano allora a? ed 1/ due individui qualunque di iV(^*,), e x ^y siano 
tali che xzZ{ix), yzZi'.y); converremo che x precede y se x' precede y\ 
oppure se x =y e nell'unica successione Z(ix) = Z('.y) x precede y. Risulta 
così definito un ordinamento di tutto N{^,), E l'aggregato risulta ben ordi- 
nato perchè, se X è una sua parte, sia A l'aggregato minimo tale che 
Z{A)ciX (cioè l'aggregato degh elementi x' alle cui Z{\.x) appartengono 
gli elementi x di X). Si è già osservato che A avrà un primo elemento: sia 
questo a : o a e X e sarà il primo elemento di X, ovvero a - e X, ma esiste 
in X qualche elemento di Z(t a); il primo di questi sarà il primo elemento di X. 
18. La definizione di ÌV(m,) si può generalizzare in modo analogo alla 
definizione di N^ . 

Esiste cioè in n un aggregato ti\ cui appartiene i, tale che 

Se allora iì'jDiì'. leu',, si ammetterà che 

(Post) 3 p, /-Mr 3 {u\:d w) (*) 

e si porrà 

Z' (te',) == n P, ^ M' 3 {u\ D w) (**) 



(*) Questo post, comprende come caso particolare il post (6), cui esso si riduce ponen- 
dovi u'j -= « l ; anch'esso ha per ufBcio di assegnare un campo (ora più vasto del precedente) 
di classi cui si applica Toperazione /. 

(**) A questa definizione si può dare anche altra forma, più simile a quella che dovranno 
prendere le definizioni analoghe che seguono: 

Z' (i*',) = n Cls rs w al Z (u\) o tv . 1 N (t^) iwiiVDwu.itv.gz^v. £r- = v: 

rZ(s)iw.:D,. IZ(s) « u .-. Dr . Z(u) D w . 3 IZ(v) .IZ(v)i tvì . 

Infatti si vede subito che ogni w che soddisfi alle condizioni della prima definizione soddi- 
sferà a fortiori a quelle di (juesta seconda. Si tratta quindi solo di mostrare che anche questa 
seconda im[)one ad ogni w di contenere Z(v) tosto che contiene la v. Orbene, essendo fis- 
sata una w ed una v d w m, si considerino tutte le classi g'D i? w 1 1 diverse da i? ^^ 1 1 e tali 
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Se u' non si riduce al solo individuo 1, possiamo allora immaginare una 
nuova operazione /' che sia capace di operare sopra tiiluno degli aggregali 
Z'(h'i), e li trasformi in individui, e precisamente in individui di u': 

(Post) 3 r N (H,) ;z:du\3 V Z'(z).^,. I' 7/ {z) i (u' -ti); 

z-Du A-Du\ r Z' [z) = /' Z' (0 . D ,.,. z = t\ 

e possiamo, mediante le operazioni S, /, /', definire un nuovo aggregato 
iV(«g) = n Cls /-^ >y 3 iV(«,) :dw.I' ìV(>^i) t w :: o^w u\ lzv.zov.z- = v: 

l' Z {z)tw . D , . rZ'(z) £ y /. D , . ^' (v) -DW.^r 7/ (v) . V 7/{v) e /r j. 

Anche qui si deve notare che l'affermazione dell'esistenza di A'(«.^) im- 
plica un postulato, analogo a quello posto in evidenza in (G). Osservazioni 
analoghe non starò a ripetere d'ora innanzi. 

Sopra l'aggregato iV(H.^) potremo ripetere le considerazioni fatte sopra 
A"(N,) e concludere ch'esso è hen ordinato. E l'operazione /' ci condurrà a 
distinguere in u una parte m", cui appartiene 1, tale che 

z "D u , "D , . l' Z' {z) ' z n"; 

e se u non si riduce all'individuo i, si potrà porre, qualunque sia u\ d h" 
e contenente 1 : 

Z" (u\) = n Cls ^ ìv 3 I Z' (ti\) D w . r N(^,) tw::vD w u\ Izv ,zov,Z'=v: 

rz'{z)zw.'D..rz\z) zv .-. D .. . z'(v) D R' . 3 r 7/ {v) . r z' (v)zw 

e chiamando I" una nuova operazione tale che 

(Post) ^r N{^,)\zz>u" .^r z" {z) ,z> ^.r z" {z)t{n -'Ay, y 



che/Z(ir)« w; si chiami v' la classe di queste IZ{z)\ si chiami analogamente d" l'aggregato 
degli I Z{/) tali che ^' d u w u' w 4 1, ^'- -^^ u w u' w 4 1, /Z(/) « ii>; e cosi via. Si i)onga infine 

V .^ I 1 w u v^ y' w u'' v^ . . . 

Sarà 

V::ìwu, Uy:2?Dy.«.= y./Z(2f)f n'.D../Z(5r)«y 

onde si potrà affermare che 

Z(V):Dn\ 

Ma y D V e quindi Z(y)DZ(V'); quindi anche 

Z(v)'Dti\ 



* - _ ^ 
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si porrà ancora 

fi D ?( . 1 £ H : ;? D w . D , . / Z (2) - £ H : le , D ?e . 1 £ ?i , .*. D u, 



;f '" (ir,) = n Cls ^ ir 3 j 7/ {iC ,) d ir. /" iV(^) e ir : : 



r D ir li". Isr. 2j d r . 5:- = t? : /" Z" (2?) £ ir . d, . /" ^"(0) e t? 



. . 7/ (r) D ir . 3 r Z\v) . / " Z" (r) £ ir j 



Z^O. 1) = .V(«.). 

19. È evidente come si possa continuare nella definizione di sempre 
nuove classi iVl^J, ìY(m^), ecc. Ad ojifui nuovo passo occorrerà ammettere 
resistenza di un nuovo aggregato n^"^ contenuto in 1*^""'^ contenente 1, ma 
non ridotto a questo solo individuo, e di un'operazione /^•"•'* tale die 

Si definirà così una serie indefinita di aggregati ben ordinati, contenenti 
ciascuno il precedente (e di potenze successivamente crescenti). Un' opera- 
zione nuova ci conduce allora ad un nuovo aggregato analogo che li com- 
prende tutti : noi poniamo 

(w=i, 2,...) 
ìiT D h'"^' . 1 £ uT . D -;^ Z'^^Xu^) = U Z'^^^iu'f) (*). 

Debbo insistere sopra l'affermazione: un operazione nuova. Non si tratta 
invero qui di prodotto o di somma di aggregati singolarmente conosciuti; 
sotto la scrittura n ^ U si cela un concetto di limite; gli m^"^ son tutti con- 
tenuti l'uno nell'altro, i Z^'*\H'f) contengono ciascuno il precedente; noi, 
astraendo, immaginiamo in m^*^' il limite verso cui tendono gli li^"* restrin- 
gendosi, in Z'*^\u^^^) l'aggregato che comprende tutti gli individui che si for- 
mano partendo da u'^^ e applicando quanto è possibile le operazioni S, Ijl\... 

Poniamo 

Z'-'('.l) = iV(«J. 



<w\ \ i« «^« j: 4..ìì: ^1; -. »: r^<-»/. 'Ci»^ 



(*) Vale a dire ZM(u7') è la somma di tutU gli aggregali Z(")(w T )• 
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Noi possiamo immaginare una nuova operazione I^"^^ che trasformi 
taluno degli Z^'^^u*^') in individuo. Precisamente supponiamo che w^"^ con- 
tenga un aggregato h*'''^'* contenente 1 e tale che, se z^il''''\ e se esiste 
/'"»;f<'^>(2),/''^*Z<"\2r)e (ii"'-n"^ •% gl'individui V^' Z'^^'iz) essendo diversi 
per z diversi. Ammetteremo che esista /"^*Z*"X' i)- Se u'^^^^ ^u''^'^'\ porremo 



^(6,4-.. ^u'^o^ = n Cls /-^ w 3 j Z'^^'iu^^'') D n\ 



jiot z''^\\ \)tw::v'Dni iV"^ A tv .zziv .z- = v\ 

20. E inutile proseguire in cpiesta descrizione di sempre nuove ope- 
razioni che ci permettono di costruire sempre più vasti aggregati hen ordi- 
nati, il cui primo elemento è I. Noi diamo a tutti gli individui di tutti questi 
aggregati il nome di numeri ordinali. Noi ci chiediamo anzitutto : ha senso 
parlare della totalità di questi numeri, nell'ordine della loro generazione? E 
nella definizione di essi che, per l'atto medesimo in cui noi completiamo la 
definizione di un aggregato di numeri ordinali, noi concepiamo una appo- 
sita operazione I che da tale aggregato fa derivare un numero seguente ad 
esso. E una definizione generativa che comprenda il massimo aggregato di 
numeri ordinali non è possihile. Infatti ciascuna delle operazioni S, /, /', . • 
è una nuova idea primitiva, com'è un'idea primitiva l'aggregato fondamen- 
tale (te, ti\ ti\...) su cui si può operare con esse operazioni (o colle opera- 
zioni /^"^Z^"* definite mediante esse). Che siano idee primitive è provato 
dalla forma stessa delle proposizioni in cui compaiono: ma deve notarsi che 
esse non potrebbero sostituirsi con un'unica interpretazione. S'interpreti 
p. es. SI come r< idea dell'aggregato che ha il solo elemento l >; 5 2 come 
r« idea dell'aggregato formato dagli individui 1, S 1 >, ecc.: in generale dunque 
S significhi la totaUtà degli elementi prima generati: IZ{'A) si potrà ben 
ancora interpretare come la totalità degli individui della serie dei luuneri 
naturali; ma questa volta non saranno [nù gli individui prima r/ei^eraH, bensì 
tutti quelli che si possono geìierare. E se anche /'si vuole interpretare come 
l'idea d'una totalitii d'elementi, passerà però fra essa e I la stessa differenza 
che fra I e S. Nel formare una Z' (z) noi dovremo operare infinite volte con/ 
e considerar quindi delle totalità di clementi che si possono generare coU'ope- 
razione S; per assurgere alla concezione di Z' e quindi di /' Z' noi dob- 
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biamo concepire una possibilità d'un futuro d'ordine più elevalo — ci sia 
concessa l'espressione. 

E<1 è cliiaro, ed è noto, die non è nemmeno possibile concepire una 
idea primitiva operazione funzione d'un parametro, che pei diversi valori del 
parametro divenga le operazioni S, I, /',.•• perchè queste operazioni costi- 
tuiscono un aggregato identico all'aggregato totale dei numeri ordinali : se /^"^ 
si concepisse funzione del parametro ti, occorrerebbe far variare n in tutto 
l'aggregato che si tratta di definire. 

Una definizione generativa della totalità dei numeri ordinali è dunque im- 
possibile : noi possiamo solo assumere questo aggregato come idea primitiva, 
e come tale noi postuliamo che non esista una operazione I che faccia cor- 
rispondere ad esso un individuo nuovo, da chiamarsi successivo ad esso. 
Nella coniraddizione cadremo naturalmente se faremo un'ipotesi contraria a 
questo postulato. 

Ancora alcune osservazioni sulV aggregato dei numeri ordinali, 

21. All'antinomia dell'aggregato dei numeri ordinali si è tentato di dare 
anche altre basi. 

Si è dello anzitutto : concepiamo l'aggregalo W dei numeri ordinali, con- 
cepiamo un oggetto IH che a W non appartenga e chiamiamolo seguente a 
tutti gli individui di W: otterremo un aggregato | W^ m | ben ordinato e più 
vasto di TF, ed m si potrà chiamare il numero ordinale successivo a W, 

Questo ragionamento è insostenibile. Invero per una parte si parla di 
un aggregato W di cui nulla si sa intorno al modo di identificare gli indi- 
vidui; dall'altra si parla di un m che si vuol concretare in ini oggetto de- 
terminato, nii elementi di IFnon sono idee distinte, identificabili in altri ele- 
menti del tutto delle cose pensate: per queste idee noi pensiamo un concetto 
ordinatore indefinito ma che, per sua natura, non si può applicare a quegli 
altri oggetti: esso W è V aggregato di tutti gli individui che risultano ordinali 
SKCONDO QUEL CONCETTO, e fra (jucsti individui non vi sono gli altri oggetti 
del nostro pensiero: in particolare non vi è m. 

Riferiamoci ancora allo sviluppo dato precedentemente alla generazione 
dell'aggregato. Le idee primitive 1, S, /,... non hanno in quella definizione 
alcuna interpretazione concreta : la generazione descritta produce via via 
nuovi individui, diversi da tutte le idee che noi riceviamo per altra via; è 
naturale che queste altre idee non verranno a ordinarsi nel nostro aggregato. 
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saranno anzlj'ispello ad esso essenzialmente non ordinabili. Si può benàì 
ricondurle nel campo del nostro aj^gregato mediante una interpretazione delle 
idee 1, &', 7,... Ma allora, poiché queste idee primitive sono infinite, come 
si potrà accertare se m era o non elemento di Wi Si può postulare che quella 
interpretazione non debba far cadere fra tali elementi l'oggetto m; ma allora 
si sarà postulato che m non appartenga all'aggregalo dei numeri ordinali, e 
non si potrà attribuirvelo senza contraddizione. 

22. Si ragiona pure così : dato un aggregato ben ordinato, l'aggregato 
di tutti i tipi di aggregati ben ordinati in cui possono comporsi i suoi ele- 
menti è un aggregato ben ordinato di potenza maggiore. AppHcando la pro- 
posizione all'aggregato ir di tutti i numeri ordinali si mostra esistere un 
aggregato ben ordinato di potenza maggiore. Non si bada in tal ragiona- 
mento che nell'ipotesi della proposizione che si vuole applicare è che si tratti 
di un aggregato ben ordinato i cui elementi si possano disporre in un ag- 
gregato ben ordinato di tipo differente: ipotesi contradittoria con quella che 
si tratti dell'aggregato di tutti i numeri ordinali. 



§ 4. 1 PROCEDIMENTI DI ELEMENTAZIONE. 

23. Chiamo procedimento di elementazione ogni operazione che faccia 
corrispondere ad un aggregato un individuo. Le idee primitive /, /', /^... (n. 17 
e seg.) possono interpretarsi ciascuna in un qualunque procedimento univoco 
di elementazione che possa applicarsi rispettivamente agli aggregati Z(z)^ 
Z'{z),,.. (ad aggregati diversi facendo corrispondere individui diversi). A 
vero dire fra i postulati ammessi rispetto a <[ueste operazioni v'erano (luelli 
che escludevano che gh individui generati appartenessero a certi aggregati 
u\ n",...; ma si vede agevolmente che questa condizione non è restrittiva: 
infatti, se si segue la generazione successiva degli aggregati N(^), si vede che 
questa condizione ha solo importanza perciò che si chiede che ogni nuovo 
individuo generato sia diverso da quelli precedenti e che sopra di esso e 
sugli aggregati da esso derivanti possa operarsi con S e con /, /', ecc., ri- 
spettivamente. Ora la prima condizione che l'individuo generato sia (hverso 
dai precedenti si suppone verificata; la condizione relativa alla apphcabilità 
delle operazioni *S', 7, 7',... si soddisfa con una scelta conveniente di esse, la 
quale d'altronde si è già supposta. 
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Si è già osservato (ii. 20) che anche S può interpretarsi come una eie- 
mentazione, la differenza essenziale fra S e le operazioni / essendo che la 
prima si applica ad un aggregato completamente generato, le seconde ad 
aggregati in potenza di generazione (agli aggregati di tutti gli individui che 
possono ottenersi con convenienti ripetizioni delle operazioni S, /,..). 

Si noti ancora che può considerarsi un procedimento di elementazione 
funzione di un numero ordinale (se si vuole, anche variabile in un qualunque 
aggregato di numeri ordinali transfiniti) in modo che in un solo procedimento 
si riassuma una serie di operazioni S, /,... 

Le conclusioni del n. 20 possono allora tradursi nella seguente propo- 
sizione di importanza logica generale: qualunque procedimento univoco di 
elementazione ìwn può applicarsi a tutti gli aggregati. Poiché, se un tal pro- 
cedimento di elementazione e si potesse applicare ad ogni aggregato, si po- 
trebbe interpretare in esso tutte le idee primitive S, /, /',...: si genererebbe 
così un aggregato di numeri ordinali; ma all'aggregato totale che si ottiene 
dopo aver applicata indefinitamente questa operazione — quanto possibile — , 
l'operazione medesima non sarebbe più applicabile. 

Fra i procedimenti di elementazione v'ha « il concetto di » : la conside- 
razione dei numeri ordinali come tipi degli aggregati ben ordinati ci aveva 
già condotto per altra via ad ammettere che vi sono oggetti cui non è ap- 
plicabile * il concetto di ». 



§ 5. L'antinomta di Russell. 

24. L'antinomia di Russell trova la propria giustificazione nelle os- 
servazioni precedenti. Ricordiamo anzitutto in che cosa essa consista: Con- 
sideriamo l'aggregato E degli individui clie si ottengono dementando aggre- 
gati che non contengono se stessi dementati: si chiede: elementando E si 
ottiene un individuo di 75 o un individuo non appartenente ad Ei Comunque 
si risponda si cade in contraddizione. 

L'origine della contraddizione sta in questo che s'immagina fissato un 
procedimento di elementazione e si ammette che tale procedimento si ap- 
plichi ad ogni aggregato, in particolare ad E: n)a la contraddizione cade 
se E non può elementarsi con quel procedimento. 

La conclusione d'altronde può essere approfondita. Senza far capo alla 
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contraddizione in misura maggiore di quanto occorra in una qualsiasi dimostra- 
zione per assurdo, noi possiamo mostrare che il nostro aggregato E contiene 
parti non elementabili col procedimento di elementazione che si sarà fissato ; 
anzi ogni parte elenientabile di E è contenuta in una parte di E non elementabile. 

Osserviamo anzitutto che, se E, è una parte elementabile di fi, e l'in- 
dividuo ottenuto dalla sua elementazione è | 7?, | = c^ , e, è un individuo 
di E che non appartiene ad E^. Che e, sia individuo di E è chiaro: invero 
o esso appartiene ad E^ , e perciò a /?, ovvero non appartiene ad E, , ed al- 
lora è individuo di E per definizione. Ma poiché esso appartiene ad E non 
può per la definizione stessa di fi, essere elemento di E,^ onde risulta la tesi 

Ciò posto, sia fi, una parte elementabile di E\ l'elemento generato ele- 
mentandola sia e, =| fi, | : sarà allora anche parte (h E l'aggregato (E^ , e,) = E» ; 
e se questo è elementabile, e l'individuo generato elementandola h e^= \ E. |, 
anche (E^, e^)=^Ej, sarà parte di E. Se si anunette che l'operazione di ele- 
mentazione considerata si applichi indetìnitaiiìente agli aggregati E^, E.^ E^,,.., 
si potrà interpretare in e, l'individuo 1 del n. 16 e seg., e nell'operazione 
che porta da e, a e., da e^ a ej,... l'operazione «S. Si consideri allora l'ag- 
gregalo {Ei, Ciy ej,...) = Ec» che è certo parte di E^ e si ammetta che esso sia 
elementabile: in questa elementazione sì potrù interpretare l'operazione /. 
Così proseguendo si interpreteranno successivamente tutte le operazioni J^"', 
finche Telemenlazione considerata è applicabile, e negli individui successiva- 
mente generati ^,, e.^,... si avranno dei rappresentanti dei numeri ordinali (*). 
L'aggregato costituito da fi, e da tutti (juesti individui non potrà mai essere 
elementalo. 



§ (). L'antinomia della potenza DELL'AcaiUEctATO totale. 

!25. Meno (Uscussa è l'antinomia sulla quale ha richiamato l'attenzione 
il Russell medesimo (**) e poi il Borel (***) che risulta quando si applichi 
al « tutto » la proposizione che : dato un aggregato qualsiasi esiste sempre un 



(•) Se e, , 65,. . . non saranno essi medesimi numeri ordinali, l'operazione di elementa- 
zione dovrà arrestarsi prima di aver jfenerato un aggregato riferibile alla totaliUì dcM numeri 
ordinali. 

(••) Principles of Mathetnntics, pag. 102. 
(•*♦) Bulletin (le la Société mcUhéìmUique de France, JW, ItK)5, |)ag. l273. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XV. ^ 
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aggregato di nuiggior potenza, Vaygregato che ha per elementi le parli del 
primo {convenientemente elementate). Esisterebbe dunque un aggregalo di po- 
tenza maggiore del « tutto ». 

L'antinomia proviene esclusivamente dal fatto che non sono completa- 
mente enunciate le ipotesi della proposizione che si a()plica. Per dimostrare 
questa proposizione si dice infatti ì sia E l'aggregato dato, H l'aggregalo 
delle sue parti convenientemente elementate; fra le parti di E vi sono le 
parti elementari, costituite da un solo individuo di E; quindi E è contenuto 
in H. Allora o la potenza di H è maggiore di quella di £, ovvero E ed H 
hanno la stessa potenza. La 2.^ ipolesi è assurda: supponiamo infatti che 
fra E ed II esista una corrispondenza biunivoca; vi saranno certo elementi 
di E ('he non appartengono all'aggregalo che, elemenlato, costituisce l'elemento 
corrispondente di //. Infatti, nella contraria ipotesi a ciascun individuo di E 
dovrebbe corrispondere in H l'individuo medesimo (l'aggregato costituito da 
esso solo, elemenlato), e (luindi nessun elemento di E potrebbe corrispon- 
dere a quegli individui di H che si ottengono elementando parli non ele- 
n)entari di E. Sia allora A l'aggregato degli elementi di E tali che, nella 
supposta corrispondenza, hanno per corrispondenti in H i risultati della ele- 
menlazione di aggregati che rispettivamente non li contengono. Se l'aggre- 
gato A è elementabile, all'elemento di H da esso generato corrisponderà in E 
un individuo a: ora questo individuo non può appartenere ad A perchè 
nessun individuo di A corrisponde ad una parte di £ che lo contenga; d'al- 
tronde se esso non appartenesse all'aggregalo corrispondente -4, sarebbe, per 
definizione, individuo di A, il che è conlraditlorio. Si elimina la contraddi- 
zione solo supponendo che non esista la corrispondenza biunivoca fra E ed H, 

In questo ragionamento si suppone : 1." che il procedimento di elemen- 
tazione adottato sia applicabile a tutte le parti di E^ in particolare ad A; 
2." che l'individuo ottenuto elementando A non possa ottenersi elementando 
anche altri aggregati parziali di E. 

Riguardo a questo secondo punto è necessaria qualche dilucidazione: 
voglio mostrare come l'ipotesi cui si accenna non si verifica quando E sia 
il tutto e quindi contenga le proprie parti, elementate. Supponiamo dunque 
che M sia una parte di E che, dementata, dia l'individuo m di E medesimo. 
Quando noi passeremo a formare II, troveremo anzitutto l'elemento m come 
risultato dell'elementazione di M: ma una parte elementare di E sarà ih 
stesso: dementandolo si avrà m o un altro individuo di H'i Ciò dipende 
dall'operazione dementante considerata, ed è ugualmente plausibile ammet- 



. / 
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te re che si ottenga i/t medesimo o che sì ottenga un altro indiviflun di /^ Si 
ammetta la prima ipotesi e (^ome aggregato M si prenda l'aggicgalu A di 
pur ora: indivìikii di A siano — per precisare — quelli il cui corrispondente 
in // non si può ottenere eleraentando nessun aggregato parziale di E cui 
essi medesìnii appartengano: basterà supporre die l'individuo a corrispon- 
dente ad A elementato sia il risultato medesimo dell' elementaxione di ^t; 
esso non dovrà appartenere ad A perchè avrà per corrispondente in H il ri- 
sultato dell'elementazione dell'aggregato formalo dal solo individuo a; senza 
che perciò si cada nella contraddizione. Se poi A si costituisse con quegli 
individui di K il cui corrispondente in H si può ottenere elementando qualche 
aggregato parziale di H) cui essi non appartengono, basterà supporre che 
l'individuo a, corrispondente ad >1 elementato, non sia l'individuo medesimo 
generato dairelementazione tii A, perchè ajlo stesso modo si eviti ogni con- 
traddizione (*). 

Se invece si ammette la seconda ipotesi e precisamente si ammette che 
ogni volta che si elementa un aggregato formato d'un solo individuo, l'in- 
dividuo che si ottiene è diverso da questo, e die eleraentando aggregati di- 
versi si ottengono individui diversi, l'applicazione di una successione di ele- 
mentazioni analoga u quella del n. 24 e l'ipofisi che E sia il « lutto » ricon- 
duce a riconoscere che non è soddisfatta la 1." ipotesi del ragionamento 
(l'applica hi Mia illimitata del procedimento di elenientazione). 

Ija [(roposizione che l'aggrmnlo delle parti di un aggregato lin pole.n::a 
tuayffiore ileW aggregato meilcsimo no» è vera per ogni nttf/regnlo ; in parliro- 
Utrc non è aera per il • tnUo -. 



^ 7. Conclusioni-;. 

2tì. La precedente discussione ci Im condotti» a prccisiu'c alcuni coii- 
cfltli logici non sufficieritemenle riconosciuti e talune caiilelc che ìl ragiona- 
mento deduttivo ricliiede. 

Abbiamo visto che è inutile rifarsi, come lianno voluto taluni autori, m\ 
mia nozione di aggregati ben definiti e non ben deliniti, nozione che d'al- 



(") Si Doti chi' la corrispondenza fra E e H può essere la meilesin 
perchè gli aggregali A corrispondenti ad esse sono diversi. 



Itile iliii 



ipoteHi 
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troiide abbiamo mostrata insussistente. Ma la sola condizione perchè le de- 
duzioni possano compiersi con esattezza è che accuratamente si distingua 
fra ciò che è idea primitiva e ciò che è idea definita. L'enunciato del Richard 
ci ha palesato due idee {E ed R) che fungono in esso da idee primitive pur 
avendo l'apparenza di esservi completamente <iefinite. Ora non può certo 
essere argomento di meraviglia che risultino contradittorie idee primitive 
cui si imponga di soddisfare a postulati scelti senza opportune cautele. Quel 
che rendeva ripugnante la contraddizione era l'apparenza che le sole idee 
cui si aveva ricorso per costruirla fossero quelle della logica comune insieme 
con le idee primitive dell'aritmetica; e troppe teorie matematiche erano state 
costruite con esse perchè la conclusione della incompatibilità potesse facil- 
mente accogliersi. 

27. Le altre antinomie ci hanno condotti a precisare un concetto lo- 
gico: noi conosciamo procedimenti mentali per cui dall'idea di un aggregato 
passiamo all'idea di un individuo il quale, insieme alla conoscenza di detto 
procedimento, determina in modo univoco l'aggregato da cui proviene: noi 
li abbiamo chiamati procedimenti univoci di elementazione^ e siamo stati con- 
dotti ad affermare che : 

Assegnato tin qualsiasi procedimento univoco di elementazione, esistono 
aggregati cui il jyrocedimento medesimo non si applica: possiamo quindi dire 
che il campo di applicabilità del procedimento assegnato non abbraccia mai 
la totalità degli aggregati. 

Il linguaggio comune potrebbe indurci a disconoscere tale proposizione: 
infatti ci pare di riconoscere un procedimento di elementazione nell'opera- 
zioiie che si rappresenta con «l'idea di»: non è diflRcile vedere però che 
con queste parole non si rappresenta un'operazione logica determinata, come 
ci hanno mostrato, p. es., le considerazioni del n. 20 e del § 4; qui vo- 
gliamo aggiungere al riguardo alcune altre osservazioni. 

Un'operazione è logicamente detenninata quando sono note le proprietà 
del risultato di essa: il contenuto intuitivo di essa è indifferente. Possiamo 
noi dire che siano determinate le proi)rietà del risultato dell'operazione 
« l'idea di > applicata a un aggregato qualsiasi? Se per es. a è un aggregato 
costituito d'un sol elemento, « l'idea di a )► è la stessa cosa che l'individuo a 
o è cosaMiversa? È questo il principio d'una serie di indeterminazioni che si 
dovrebbero risolvere caso per caso: si può tentare una risoluzione generale: 
l'antinomia del Russell mostra che il tentativo deve necessariamente riu- 
scire vano, perchè v'ha contraddizione fra l'essere l'operazione definita o l'es- 
sere applicabile ad ogni aggregato. 
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D'altronde noi non ragioniamo mai sopra * l'idea di un aggregato » bensì 
sopra « l'astrazione di un aggregato fatta rapporto ad una sua proprietà >, 
perchè gli oggetti di ogni nostro ragionamento non sono immagini identilì- 
cabili per sé, ma imagini indeterminate legate soltanto da mutue dipendenze. 
Così nella « classe dei numeri interi y^ noi non vediamo certo la successione 
dei segni i, 2,...; ma indifferentemente qualunque complesso di imagini le- 
gate dai postulati fondamentali dell'aritmetica. E di questa « classe dei nu- 
meri interi >► noi ci facciamo due idee assolutamente distinte secondochè noi 
consideriamo « l'astrazione della successione dei numeri interi fatta rapporto 
all'ordinamento » o « l'astrazione della classe dei numeri interi fatta rapporto 
al riferimento biunivoco ». Per vederlo basti osservare che « l'idea » corri- 
spondente alla seconda astrazione deve ammettere come un rappresentante 
« l'aggregato delle frazioni ». È evidente allora che una determinata astra- 
zione non si applica a tutti gli aggregati. — Ogni aggregato ben ordinato che 
non sia l'aggregato totale dei numeri ordinali si può astrarre rispetto all'or- 
dine, come ogni segmento della successione dei numeri interi si può astrarre 
rispetto al numero degli indimdtii, generandosi così l'idea di tipo, — L'ag- 
gregato degli aggregati ben ordinati che non contengono il proprio tipo 
(astrazione rispetto all'ordine o al numero) è l'aggregato di tutti gli aggre- 
gati ben ordinati fatta eccezione per i segmenti della successione dei numeri 
naturali e per l'aggregato totcah» dei numeri ordinali: fra questi aggregati ec- 
cezionali i primi contengono il proprio tipo (numero ordinale), l'ultimo non 
ha tipo, e non ha quindi tipo l'aggregato considerato (n. 14). — L'aggregato 
degli aggregati che non contengono se stessi dementati non ha senso pre- 
ciso finché non è definito il procedimento di elementazione : comunque però 
si fìssi questo procedimento, esso non si applica all'aggregato medesimo. 

28. Malgrado queste osservazioni, io non posso nascondermi che la 
conclusione enunciata debba trovare qualche ostacolo in ciò che si chiama 
senso comune: nell'abitudine, ptM* esser precisi, a passare sulla (juestione 
senza analisi e senza attribuire alle parole un senso ben <leterminato. Mi si 
permetta però un raffronto: appena noi concepiamo una serie ordinata, in cui 
si possa parlare di precedente e di successivo, la mente corre subito all'idea di 
un immediatamente precedente e un immediatamente successivo. — In quanti 
abbozzi grossolani di ragionamenti noi ci facciamo ancora cpiesta illusione 
perchè è comoda all'immaginazione! — La nozione di aggregati ordinati in 
cui queste espressioni non hanno senso (siano del tipo r, dei numeri razio- 
nali, siano del tipo del continuo,...) si è formata solo sotto la pressione 
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di necessità logiche e ha dato luogo a lunghe dispule. Ancora oggi, se non 
la rafforziamo continuanìente col tener presente alla mente tali necessità, 
essa tende a sfuggirci, e forse la pretesa cui molti aderiscono che ogni ag- 
gregato sia ben ordinabile non è che il riflesso della vigoria che nel nostro 
pensiero V« immediatamente prima » e 1'^ immediatamente dopo » conservano 
malgrado che la forza stessa del pensiero abbia loro strappato un certo 
dominio. * 

Mi pare che il rapporto fra il principio che ho enunciato e le antinomie 
che tende a risolvere sia bene assimilabile al rapporto fra il concetto della 
successione continua e l'ipotesi dell'ordinamento discreto. 

29. L'idea che, per allontanare le antinomie dalla teoria degli aggre- 
gati, occorra precisare i postulati relativi alla nozione di aggregato si è già 
presentata a vari autori (Russell, Zeumelo, Kònig, Schoenflies, Poincaré, 
Richard, Borel,...). Però i procedimenti escogitati tenderebbero presso al- 
cuni — la scuola francese, direi — ad escludere dalla matematica i ragiona- 
menti sopra l'infinito: è una strada che non si può seguire senza demolire 
troppe conquiste del pensiero matematico ; presso gli altri si è tentato in gene- 
rale di negare il nome di aggregato a certi gruppi, sistemi, classi — che dir 
si voglia — di individui, di negare che ogni proposizione abbia forza di distin- 
guere il tutto in due parti : degli individui per cui la proposizione è vera e 
di quelli per cui la proposizione non è vera — e che ciascuna di queste parti 
sia una classe. Ma se sono pensabili oggetti che godono e oggetti che non 
godono di queste proprietà (ne occorre precisamente che esistano gli uni e 
gli altri), tali esclusioni non possono essere che provvisorie. Ai gruppi, si- 
stemi, classi che non si son voluti chiamare aggregati bisognerà pur trovare 
un altro nome : la teoria di quel che si chiamerà allora aggregato non sarà 
elle la teoria di quegli « aggregati secondo l'antico vocabolario » i quali go- 
dono di particolari proprietà, ma la difficoltà resterà tutta intera. E quanto 
al diclùarare una proposizione incapace di definire una classe, pare questa 
una lesione troppo forte alla logica comune. 



Le varietà a curve sezioni ellittiche. 



(Di Gaetano Scorza, a Palermo.) 



L 



le ricerche dei professori Gastblnuovo ed Enriques sulle superficie e 
sulle varietà tridimensionali a curve sezioni ellittiche facevano prevedere che 
aumentando la dimensione il numero dei casi possibili di varietà a curve se- 
zioni ellittiche dovesse andare diminuendo. 

Questo lavoro conferma appunto una tale previsione, in quanto dimostra 
che, eccettuate le forme cubiche,, le quartiche intersezioni di due quadriche 
e le varietà costituite da una oo' ellittica di spazi lineari, non si hanno, al- 
rinfuori dei coni, altre varietà a curve sezioni ellittiche la cui dimensione 
superi 6, 

Più precisamente, riunendo in un enunciato unico i risultati di questa 
Memoria con quelli già ottemiti dai professori Gastelnuovo ed Enriques, si 
ha il seguente teorema: 

Ogni Vi irriducibile non conica di S,. a curve sezioni ellittiche è : 

a) una oc' ellittica di Sì,_i , oppure 

b) una forma cubica di 5».+,, oppure 

e) è razionale ed è proiezione di una Wl fwrniale non conica di uno 
spazio a n-\-k — 2 dimensioni, con k qualunque se n -= 4- e con k ^ii se n ^ 9. 
Le Wl normali non coniche di S„^it-2 ** riducono poi : 

e') per w = 4 e k qualuìtque alle Wl basi dei fasci di quadriche di Sf,^.^ ; 

e") per fc = 2 [compreso il caso di n = 3 che rientra in b) e di n = i' 
che rientra in e)] alle W* di S^ {n -^ 9) studiate dal prof Del Pezzo e rap- 
presentabili sul piano mediante il sistema di tutte le cubiche piane per 9 — n 
punti base, o anche, se n = 8, mediante il sistema di tutte le quartiche piane 
con due punti doppi assegnati; 

c'^) per k = li ed h>4 alle IVs determinate dal prof, Enriques, le quali 
danno luogo a sei tipi (generali) diversi, cioè a un tipo pel quale n = 5, tre 
tipi pei quali w = e infine due tipi pei quali si /m rispettivamente n = 7, 8; 

c'^) per ft = 4, 5, tì ed n = 5, alla W\ di S^ che rappresenta nel solito 
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modo la varietà, delle rette di un S^ e alle Wl e W\ die se ne ottengono la- 
gnandola mediante spazi a H e 7 dimensioni; 

c^) per k = i ed n=^(i alla W'i {di S») fJ^l prof. Seorb, che rappresenta, 
senza eccezioìie, le coppie di punti di due piani, e alla Wl {di S») intersezione 
residua di un cono W\ projettante da un piano una superficie di Veronese e 
di una quadrica che passa pel vertice di Wl ed ha comune con esso uno dei 
suoi OQ^ coni quadrici a quattro dimensioni. 

Particolari più minuti sui vari tipi possibili, come anche le necessarie 
citazioni bibliografiche, si troveranno a suo luogo più innanzi; qui basti aver 
presentato, |)er comodità del lettore, in rapido quadro riassuntivo, le varie 
ricerche che esauriscono ormai la questione della determinazione delle va- 
rietà a curve sezioni ellittiche. 

Aggiungeremo soltanto che mediante i risultati di questo lavoro si può 
passare facilmente alla determinazione dei tipi, irriducibili per trasformazioni 
cremoniane, di sistemi lineari (semphci e di grado n>3) di forme di un Sr 
a curve sezioni variabih ellittiche, e che lo studio delle Wl{k^f>) mentre 
dà luogo a nuove proprietà, che pajono interessanti, dello spazio rigato a 
quattro dimensioni, conduce, per & = 3, a una costruzione rfireWa di un no- 
tevolissimo gruppo oc' di trasformazioni cremoniane incontrato per la prima 
volta dai professori Enriques e Fano. 



§ •• 



Genera L ITA. 

l.^ Consideriamo una varietà qualsiasi irrid,ucibile yj, d'ordine n e di- 
mensione fc, appartenente a uno spazio S,., che dagli S^.t+i dello spazio am- 
biente sia tagliata in curve ellittiche. 

Se r>ft4-l, proietUmdo la FI da un S,._u^i generico sopra un /S^.^., si 
ottiene in ([uest'ultimo spazio una V^J, in corrispondenza birazionale con V;, 
che dai piani dello spazio stesso è tagliata in curve ellittiche d'ordine n, 
(juindi: 

Ogni Vi {irriducibile) di S,. (r>fc+l) a curve sezioni ellittiche si può 
trasformare birazionalmente in una ipersuperficie V*l di un S^^x a sezioni 
piane ellittiche. 
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2.^ Ciò posto, sia Vi uiiti forma (o ipersuperlìcie) irriducibile di S^ 
a sezioni piane eliitliche e supponiamo (Ji tagliarla con un piano generico. 
Ija sezione sarà una curva eliitlica d'ordine n e cpiindi, se m>-J, ammetterà 
mm curva aggiunta d'ordine n — ;{, 9„_3, che non la incontrerà in alcun 
punto fuori dei punti multipli. 

Ora dico che, se Vi non è una oc* ellittica di Si._,, al variare del piano 
secante la curva 9„_s descrive una «l>p^ sìib-ag(iiunta a Vi, ossia una forma 
d'ordine n — U clie nelle varietà multiple di Vi di dimensione A: — 1 (e non, 
eventualmente, in quelle di dimensione minore) si comporta come le forme 
aggiunte a Vi; inoltre tale «ir~^ non taglia Vi fuori delle varietà uìultiple. 

Supponiamo che il teorenia sia vero per le Vj_, di aS\. e dimostriamolo 
vero anche per le Vi di S^^ , ; dopo ciò, essendo vero per k = % per una 
nota dimostrazione del prof. (Iastki.nuovo (*), sarà vero in generale. 

Per questo si considerino nello spazio ambiente S^.^i un «Sa., generico 
e il fascio di iperpiani che lo ha per asse. In ognuno degli iperpiani del fa- 
scio la V; avrà per traccia una Vl^^ che non potrà essere una oc' ellittica 
di Sir-2 ^ (juindi tale V;., ammetterà (per ipotesi) una forma sulMiggiunta 
«^^:ì che non la taglierà fuori delle varietà multiple. Di più le -X/' «^;lJ rela- 
tive agli oc* iperpiani del fascio taglieranno tutte l'S^.i asse del fascio nella 
stessa <Plzi sul>aggiunUi alla Vl_^ ove l'asse in discorso taglia la data Vi; 
(juindi il luogo di (juelle cv* *t»lz\ sarà una *l>;"^ purché nessuna di esse si 
spezzi nel considerato 6'a_, e in una residua <^Jl.. , d'ordine w - 4. 

Ma si vede subito che nelle ipotesi fatte un tal caso non può presen- 
tarsi. Se infatti per un iSV i generico dell' aSa-^i passasse qualche iperpiano 
secante Vi in una Vl^^ con una <l»;ij sub-aggiunta spezzata nell' «S^., e in 
una residua <t>llj, la l'I», sarebbe tagliata dalla <^IIJ in tutti i punti della sua 
intersezione con l'Sx-i» e quindi anche in punti esterni alle sue varietà 
multiple di dimensione k - 2, cioè essa non sarebbe irriducibile. Allora ta- 
gliando Vi con un S^ generico si otterrebbe una superficie V"! tale che per 
ogni retta del suo spazio passerebbe qualche piano secante la FJ in una 
curva spezzata, cioè T? sarebbe una rigata oppure la superfìcie romana di 
Steiner (**). 



(*) Sulle superficie algebriche le cui sezioni piane sono curve ellitticìie (ReDdic. R. Accad. 
dei Lincei, l.** semestre, 1894). 

(**) Gastelnuovo, Sulle superfiùe algebriche che ammettono un sistema doppiamente infi- 
nito di sezi<ìni piane riduttibili (AUi della R. Accad. dei Lincei, 1894, 1." semestre). 
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Di queste due alternative, la prima contrasta con l'ipotesi che Vi non 
sia una cx)' ellittica di St,_,, la seconda (che porterehbe a w=4 e piCl pre- 
cisamente a coni ottenuti per proiezione da un cono che proietta da un St,.^ 
una superfìcie di Vehonesr (*)) con l'ipotesi che Vi sia a curve sezioni ellit- 
tiche, dunque è dimostrato che il luogo di quelle cx)* <r»;.J è una *;-'. 

Tale <^J"' non taglia Vi fuori delle sue varietà multiple, dunque ogni 
piano' dell' 6Vf-, taglia Vi e <^p' in una curva d'ordine n ellittica e neHa cor- 
rispondente curva aggiunta (p„_s d'ordine n — 3; e questo basta per dimo- 
strare il teorema enunciato. 

3.^ Consideriamo ora una Vi di 5*^1 a curve sezioni ellittiche che non 
sia una ex* ellittica di *S\.., e dimostriamo che, se w>3, si può sempre co- 
struire un sistema lineare cc"^*"'^ di Fj* sub-aggiunte a Vi che tagliano su 
FI, fuori delle varietà multiple di dimensione k — \ (eventualmente esistenti), 
un sistema lineare oc*'^*~^ di Vl'\ 

Poiché il teorema è vero per ik = 2 (nel qual caso, anzi, si riconosce (**) 
che per ognuna delle (p„_2, sezioni di VZ coi piani dello spazio ambiente, 
passano oo' superfìcie *i>""* sub-aggiunte a V;), per dimostrarlo in generale 
basterà far vedere che esso è vero per una Vi di Si,^^ quando sia vero per 
una 7j., di S^, e riguardo a questa sarà inoltre lecito supporre che per 
ogni Vizi sub-aggiunta a una sezione iperpiana passino cx>* Vlz\ sub-ag- 
giunte a 7Z_, . 

Consideriamo dunque un ^S^,, generico di 5^,, , la varietà Vl_^ secondo 
cui esso taglia Vi e una ^l'.i sub-aggiunta a questa. Un iperpiano a che 
passi per l'iSt., taglia Vi in una 7J_, che contiene la Vl_^\ quindi per la 
<^^2 passano ex* *^lz\ sub-aggiunte alla Vl_y e di queste ce' <l>;i* una potrà 
essere fissata imponendo che essa tocchi in un punto A di <^Zz|, esterno 
alla <l>J"* sub-aggiunta a Vi un iperpiano t condotto comunque per V St,_.t 
tangente in A a <l>;:^, ma che però non contenga rS'i_, considerato. Va- 
riando a intorno all'S^.,,, la <l»2:f così fissata descriverà una <t>;, il cui or- 
dine X non potrà differire da n — 2, perchè (non potendo essere evidente- 
mente inferiore a n — 2) se fosse maggiore di n — 2, per qualche posizione 
di a la corrispondente <^^:': dovrebbe spezzarsi in un Sa._, e in una residua 
*I:J passante per A; e (juesto non può accadere, se, come appunto si è sup- 



(*) Enriques, Sui sistemi litieari di superficie algehricìie ad intersesioni variaòili iperel- 
liffiche (Math. Annalen, Bd. 46), ii." 9. 

(**) CaSTELNUOVO, loC. Cit. II." ^. 
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posto, A non si trova sulla <^J"' sub-aggiunta alla Yr. La 4>I che così si ot- 
tiene è dunque una *Z'* che lungo le varietà multiple di dimensione fc— 1 
di Vi si comporta come le forme aggiunte; e di tali <^^"* per ogni *l>Zz] sul> 
aggiunta a una sezione iperpiana di Vi ne passano oo, perchè la costruzione 
precedente ne fornisce appunto oo* quando si prenda per S^^x un «S*.., del- 
riperpiano considerato, per ^izl la *t>l'_l secondo cui tale &V-i tagha la ^li] 
in discorso e per iperpiano t uno degli oo^ iperpiani passanti per V S„_i 
tangente a <I>J:J in un punto generico A della <l>;i5. Più di oo* <^J~* per una 
♦HJ sub-aggiunta a una sezione iperpiana non possono passare, perchè di 
esse una sola si spezza nell'iperpiano della sezione e in una residua <^;■' 
sub-aggiunta, dunque le «fri"* sulvaggiunte a Vi saranno 00^+^ se 00^ sono 
le <l>lzf sub-aggiunte a una Vl^^, Ma per ipotesi queste sono cc"^*^', dunque 
le <l>J"' formano un sistema lineare 00"**"^ ed è chiaro che esse tagliano 
sulla Vi un sistema hneare oo"+^~' di yi_,, poiché n è il numero dei punti 
in cui si tagliano fuori dei punti multipli una curva piana ellittica d'ordine n 
e una sua curva aggiunta d'ordine n — 2. 

4,^ Il sistema hneare di Vj., tagliato sulla Vi (it>3) dalle forme sul)- 
aggiunte di ordine h — 2 è un sistema che contiene le sezioni iperpiane di 
F;, dunque è semplice e di grado n e può servire a trasformare birazio- 
nalmente la Vi in una Wl normale di uno spazio a n + k — 2 dimensioni, 
di cui la Vi può pensarsi (a meno di una trasformazione omografica) come 
proiezione. 

Ora si osservi in primo luogo che se Wl è la varietà normale di S„^i,_i 
da cui può dedursi per proiezione la Vi di &Vfi ottenuta proiettando sopra 
rSfc^., da punti esterni una V*l di Sr, il sistema lineare completo che con- 
tiene le sezioni iperpiane di V*l si muta nel sistema lineare completo che 
contiene le sezioni iperpiane di Vi, cioè in quello delle sezioni iperpiane 
di Wl; quindi V*l può pensarsi anch'essa come proiezione della Wl da punti 
esterni. In sQ^ondo luogo è chiaro che la Wl normale di S^+^.a, essendo ta- 
gliata da un S„ in una F", per una osservazione del prof. Enriques (*), con- 
terrà sempre una curva razionale normale irriducibile d'ordine n — 3 o, se 
n = 8, d'ordine n — i; ed è pur chiaro che dallo spazio di una tal curva 
la Wl si proietta biunivocamente sopra un 6V o sopra una quadrica di Sv+i . 
Infatti se la Wl contiene una curva razionale normale d'ordine n — 3, un S^ 
che passi per r6'„_s di (juesta curva taglia Wl in una VZ che può proiet- 



(*) Enriques, loc. cit. al n.** 2 di questo lavoro. 
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tarsi dall' aS^.s biuriivocaniente sopra un piano e se la Wl contiene una curva 
razionale norniale d'ordine w — 4 un S^ che passi per lo spazio S^..^ di questa 
taglia Wt in una F; che dall' iS„_4 stesso viene proiettata biunivo(^aniente 
sopra una quadrica. 

Possiamo pertanto enunciare il teorema: 

Una Vi di S,. a curve sezioni ellittiche o è una ^c* ellittica di St,_i o, se 
non è una forma cubica (*), e razionale. In quesVultimo caso può pensarsi 
come proiezione da punti esterni di una Vi normale di S„^f,_i a curve sezioni 
ellittiche nornuUi. 

5.^ Col prof. Enriques distinguiamo in specie le Fj(w>3) normali di 
S„tfr-a chiamando della i." specie quelle che contengono delle curve razionali 
normali d'ordine n— J{ e della 2." specie quelle che contengono soltanto delle 
curve razionali normali d'ordine n — 4 e che quindi sono dell'ordine n = 8. 

Dimostreremo più ùinanzi che quelle di !2/^ specie per A:>3 sono tutte 
dei coni, (juindi per il momento rivolgeremo la nostra attenzione alle Vi di 
1.* specie, 

6." Sia Vi una varietà di 1.^ specie e sia C"~' una sua curva razio- 
nale normale d'ordine u — 3. Se dall' iS,,,.,, a, che contiene la C""* si pro- 
ietta la Vi sopra un N^, la proiezione risulta, come già si è detto, biunivoca, 
le Fj sezioni della Vi con gli S^ passanti per a si proiettano nei piani di iSjt 
e le sezioni di Fi con gli iperpiani per a si proiettano negli iperpiani di iS» , 

Invece un iperpiano generico taglia Vi in una FI., che ha soltanto n — 3 
punti comuni con la C"^ di a, quindi tale Fl_i si proietta in una forma 
cubica di S^., e si ha il teorema: 

Ogni Vi fiormale di 1," specie si può rappresentare punto per punto sopra 
un Sk per modo che le sezioni iperpiane abbiano per immagini le forme cu- 
biche di un sistema lineare completo. Fra qu^^te forme ve ne sono <x>* spezzate 
in un iperpiano qualunque delV S,, e in una quadrica fissa Vl_i . 

Alla quadrica FLi che compare in (juesto enunciato si può pervenire 
anche in altra maniera. 

Essa è infatti la varietà dei punti dell' &V rappresentativo che corrispon- 
dono ai punti di Fi infinitamente vicini ai punti della C"~' contenuta in a; 
quindi può riguardarsi come il luogo degli oc* spazi lineari di S^ i cui punti 
corrispondono alle direzioni delle tangenti a Fi uscenti dai punti della C""'. 



(*) Notisi che se una V* e a curve sezioni ellittiche essa appartiefie necessariamente a 
un Sk-{.ij cioè è una forma cubica. 
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Ora le tangenti di V7 uscenti da un punto di C"""" riempiono un 6V che ha 
in comune una retta (cioè hi tangente a (!" * in (piel punto) con a, dunque 
esse sono proiettate da a seconih) spazi a u— 2 dimensioni situati in un 
S«4A .i ^ che pertanto tagliano lo spazio rappresenta ti vo S^ nei punti di un 
iSt_2. Segue da ciò che la quadrica V'i , contiene 'Xd' aS\.2 e quindi essa è 
specializzata almeno ft — 3 volte e ammetterà almeno un S^i doppio. 

Se supponiamo che Vl_i sia irriducihile (e, in generale, questo appunto 
accade) e che essa ammetta un S^_t doppio ma non uno spazio doppio di 
dimensione superiore, essa conterrà una seconda serie 'x* di 6\_2 e questi 6\._2, 
come vedremo, avranno nella rappresentazione della V" ufficio ben diverso 
dai precedenti. Risulterà anche dal seguito che mentre per n = 4, 5 lo spazio 
doppio della Vl-i è realmente un S\. 4, in altri casi hi dimensione dello 
spazio doppio aumenta. 

7." Due forme cubiche del sistema ra|)presentativo di una Vi di i.*'^ specie 
si tagliano in una \\, .. immagine della Tr j? sezione di Vi con un S„Mk_i', ma 
tale immagine si ottiene mediante una proiezione da a, duncpie quelle due 
forme cubiche debbono tagliarsi fuori della varietà base del sistema, in una 
varietà d'ordine w, e la varietà base è una l'Ji;; dell'ordine 9 — n (donde 
segue che deve essere ur^9). Questa VlzZ è naturalmente situata sulla qua- 
drica Vi_i che insieme co|ì gli iixM'piani di «S\ dà ^ forme cubiche del si- 
stema rappresentativo, e, come risuItcM'à dalfesame dei singoli casi partico- 
lari, passa per lo spazio doppio di 11.,. 

Riassumendo possiamo dire : 

Proiettando un Vi di i." .specie dall' S^__^ di una sua C'^ razionale nor- 
male sopra un 6'* si ottiene una ra ppresentazione biunivoca di Vi sopra 
quresto aSa . Le sezioni iperpiane di Vi si proiettano nelle forme cubiche di un 
sistema lineare completo avente per varietà base una VlzZ, situata sopra unn 
Vì_y con un Si (^^k — 4) doppio, e la Vili passa per questo Ss. 

8." Nei numeri successivi enumereremo i vari tipi possibili di Vi cor- 
rispondenti alle varie ipotesi che possono farsi sui valori di k ed n, ma è 
bene osservare fui d'ora che per n=-i' si hanno delle Vt di dimensione k 
elevaUi quanto si vuole. 

Infatti, per un teorema del prof. ExiugLKS (*), esse si trovano, come la 
loro curva sezione (spaziale) generica, so[)ra x:' quadriche e ([uindi sono le 



(*) Enriques, Sui sisfemi lineari di superficie alffebriche le cui intersezioni variabili sono 
curve ellittiche (Rendic. della R. Accad. dei Lincei, 1894, i." scm.), n.** 3 in nota. 
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quarliche base di fasci di quadriehe. Allora la rappresentazione che se ne 
può ottenere sopra una S^ proiettandole da una loro retta è quella che è stata 
pia studiata dal prof. Rosati in un suo lavoro di qualche anno fa (*). Essa 
comprende come caso particolare una notissima rappresentazione delle rette 
di un complesso quadratico sui punti dello spazio ordinario. 



§n. 

Le T" normali a curve sezioni ellittiche. 

9." Le F3 normali a curve sezioni ellittiche sono state già enumerate 
dal prof. Enriques in un lavoro citato; qui non si riprendono che per asse- 
gnarne delle costruzioni e dimostrarne alcune nuove proprietà proiettive. 

Il prof. Enriques di.<tingue, come già si è detto, le V^ a curve sezioni 
ellittiche in due specie; se immaginiamo di consiflerare soltanto le F» nor- 
mali che non sono coni, le V^ di I.'* specie sono: 

a) la V; di S^ rappresentata nello spazio ordinario dal sistema oo* delle 
superficie cubiche che passano per una quartica di 2.^ specie (che può de- 
generare, sotto la condizione di mantenersi di 2.^ specie); 

6) la VI di *S- rappresentata nello spazio ordinario dal sistema <x>^ delle 
superfìcie cubiche che passano per tre rette a due a due sghembe; 

e) la VI di S-! rappresentata nello spazio ordinario dal sistema 00'' delle 
superficie cubiche che passano per uria cubica gobba (che può degenerare) 
e hanno in un suo punto lisso un punto doppio; 

d) la VI di -S- rappresentata nello spazio ordinario dal sistema 00' delle 
superfìcie cubiche che passano per una cubica piana con un punto doppio 
ed hanno in questo punto un puri lo doppio biplanare con un piano oscu- 
lalore fìsso; 

e) la VI di ìSr ra|)|)resentata nello spazio ordinario dal sistema cx)" delle 
quadriehe che passano per un punto. 

La varietà e) si ottiene, per proiezione da un suo punto, dalla VI di «S, 
rappresentata nello spazio ordinario dal sistema di tutte le quadriehe e que- 
sta Vi è Tunica V^ di 2.'^ specie che non sia un cono. 



(*) Rappresentazione (Iella quartica^ etc. (Annali di Mai., 1 (3) 1899). 
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Questa Vi di S^ è caso particolare della Vf di S^.^^ rappresentata 

punto per punto suirs, così che le sezioni iperpiane abbiano per immagini 
le quadriche di S^^ varietà ciie, per una ragione ovvia, proporrei di chiamare 
varietà di Veronese, Per alcune questioni lo studio delle varietà di Vkronese 
non presenta alcuna difficoltà e basta tener presenti i notissimi lavori dei 
pi off. Veronese e Seghe sulla superfìcie di Veronese e la Nota del prof. Segre 
su « gli ordini delle varietà che annullano i determinanti dei diversi gradi 
estratti da una data matrice »{*) ])ev risolverle immediatamente. Perciò credo 
inutile trattenermi (jui sulla FJ di S«, una cui proprietà notevole e non im- 
niediatii estensione di proprietà anal()g^, per la superfìcie di Veronese si trova 
in una mia Nota recente (**). 

10.^ Volendo considerare un po' da vicino le proprietà della V; di S^ 
del caso «), chianìiamo (in questo n." e nei successivi) K la (juartica di 2.* 
specie base del sistema rappreseiìtativo di superficie cubiche L e Q la qua- 
drica che la contiene. 

Le corde di A'^ sono tagliate dalle superficie L in un sol punto variabile, 
quindi rappresentano rette della varietà obbiettiva. Poiché questa osserva- 
zione può senz'altro invertirsi e poiché 3 è il numero dei punti doppi ap- 
parenti di una quartica di ±'^ specie, abbiamo: 

La Vi contiene x' rette; per ogni suo punto ne passano^ in generale, tre. 

Un iperpiano qualunque taglia F3 in un Vi razionale norniale, rappresen- 
tata su un piano mediante il sistema lineare 3o^ delle cubiche passanti per 
quattro punti, dunque, rammentiindo una nota proprietà di (juesla superfìcie: 

Ogni iperpiano contiene 10 rette del sistema costituito dalle rette di Vi 
ite cofUiene infinite. 

Per brevità chiameremo A il sistema d'ordine 3 e classe 10 costituito da 
queste rette. 

II.® Le rette delle due schiere rigate della (piadrica Q secano AT, quelle 
di una schiera in tre punti, (pielle dell'altra in un punto solo. 

Ora la rappresentazione della Vi sullo spazio ordinario si ottiene per 
proiezione dal piano di una sua conica C% da ogni punto della (juale escono 
tre rette di A contenute nello S^ ivi tangente alla VI, dunque: 

Le rette di Q, ciascnna delle quali rappresenta i punti di Vi infinitamente 



(*) Rendic. della R. Accad. dei Lincei, 1900, 9." sem. 
(**> Scorza, Determinmiotie delle varietà a tre dimensioni di .SV (r^7) i cui S^ tangenti 
si tagliano a due a due (Rendic. Gire. Mat. di I*alermo, XXV, 1908). 
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vicini a uno dei punti della conica C^, sono date dulie trisecanti di K e ogni 
punto di K rappresenta tutti i punti di una retta di V^, 

li2.° Per precisare ancora meglio questi teoremi, osserviamo clie la Vi 
contiene un sistema oq* di coniclie tale che per una coppia di punti gene- 
rici della Vi passa una conica ed una sola. 

Questa osservazione può giustificarsi in varia maniera. Può dirsi, per es., 
che se è un punto generico dello spazio ambiente, ogni iperpiano p^cSO 
tagha la V; in una Vi: dotata di un sol punto doppio apparente (*), quindi 
le (X)' corde di VI che passano per stanno in un piano w, e la VI con- 
tiene ^ curve disposte in piani di cui ne passa uno ed uno solo per ogni 
punto dello spazio ambiente. Ma allora queste 3o* curve sono necessaria- 
mente coniche (in caso contrario ogni corda di Vi sarebbe almeno una 
trisecante) e per una coppia di punti generici della Vi non ne passerà clie 
una sola. 

Si deduce incidentalmente di (jui un teorema noto, del quale del resto 
avremmo potuto servirci per dimostrare l'esistenza su Vi di un sistema oo* di 
coniche. Si vede subito infatti che le oo* coniche in discorso sono rappresen- 
tate nello spazio ordinario dalle oo* coniche quadrisecanti K e quindi: 

Per due punti generici dello spazio di una quartica di 2." specie passa 
una ed una sola conica quadrisecante la quartica (**). 

13.^ Ciò posto si può supporre che la conica C' sia una qualunque 
delle oc* coniche della V"^'; d'altra parte gli aS^ che proiettano dal piano di C* 
gli S-i tangenti alla VI nei punti di (J- costituiscono un cono quadrico che 
ha per traccia sullo spazio ordinario rappresentativo la q^iadrica Q, dunque: 

Oli iVa tangenti alla Vi nei punti di una sua conica sono proiettati dal 
piano di questa secondo gli S^ di una schiera di un cono quadrico avente per 
vertice quel piano, 

[jC tracce sullo spazio rappresentativo degli S^ di cui si parla in questo 
enunciato, quando ci si riferisca alla conica 0', sono le trisecanti di K\ le 
tracce degli S^ dell' altra schiera appartenente al cono quadrico sono le ge- 



(*) Sevkri, Intorno ni punti doppi impropri di una superficie generale deUo spcusio a 
quattro dimensioni, e a' suoi punti tripli apparenti (Keiidic. del Circolo Mat. di Palermo, 
t. XV). n.« 9. 

(**) Teorema del prof. Montesano, ct'r. «Su / vari tipi di congrueìvse lineari di coniche 
dello spazio (Rendic. della H. Accad. di Scienze fls. e mat. di Napoli, 18d5; Nota 11). Vedi 
anctie per l'inversione di questo teorema: Bekzolàri, Sulle coniche appoggiate in pii^ punti 
a date curve algebriclie (Rendic. del R. Ist. Lombardo, voi. XXXIII, 1900), nota 1, n.^ 11. 



itcratrici di Q unisecniitì K, quindi tuli S, tagliano la T'^ in una curva del 
ò.» tiriiine che si spezza in una contea eontala due volte e in una retta 
resìdua. 

Il eono quadrico in discorso conliene poi la i%ata delle rette di A 
uscenti dai punti della conica; d'altra parte esso taglia la Vi in una V"', 
riunque: 

La rigata costituita dalle rette di A uscenti dai punti di una c>onica delia V, 
^ una rigata (rasionale, perchè in corrispondenza biunivoca con K) del 10." or- 
dine avente nella conica una direttrice tripla. 

h utile osservare che l'ordine di questa rigala poteva esser calcolato di- 
versamente: bastava considerare perciò o che un iperpiano per una conica 
delia yj taglia la VI in una V'i per la conica con quattro rette appoggiale 
ad essa, oppure che una S, generico taglia la VI in una cun'a del 5." ordine 
rappresentata dalla ulteriore intersezione di due superticie cubiche passiinti 
per K, e che tale intersezione è del 5." ordine e del genere 1, per modo da 
avere 10 punti a comune con A (*). 

14-, " Se chiamiamo rigate le rigate costituite dalle rette di A uscenti 
ilai punti delle iXi' coniche della Vi, ai ha subito che: 

/.e rigate tì coiilituiscono nella varietà <x>' delle rette di A (varietà razio- 
nale percfiè in corrispondenza biunivoca colle coppie di punti di K) un si- 
stema lineare e©'. 

Infatti siano a, b, e, d (juattro rette generiche di V;. Le prime tre a, b, e 
sono congiunte da un Sj che taglia la K; in una V'^ razionale normale con- 
tenente le tre rette a, b, e e secante la retta rf in un punto D. 

Questa V^ contiene un solo fascio di coniche che siano appoggiate ad 
II, b, e e di questo fascio ima conica passa per D, dunque la sola rigata 6 
che ha questa conica per direttrice tripla passa per le quattro rette a, b, e, d. 

Guardando allo spazio rappresentativo si ricava incidentalmente il 
teorema : 

Data una quarlica di 2:' specie e quattro sue corde generiche esiste una 
ad una sola conica che si appoggi alle quattro corde e tagli la qitarticn in 
quattro punti. 

Il grado del sistema lineare costituito dalle rigate 6 entro la varietà delle 
rette dt A si calcola con tutta facihtà. 



(•) Per lii LiotiHsirria foniiulii (di Nuetheh) che dà il genere (virtuale) ili 
spezzata. 

Annali di Matematica, Serie III. Tomo XV. 
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Si osservi per (jiiesto die, se fc, e k^ sono due coniche generiche di VI, 
l'iperpiano che le contiene sega la VI in una V; su cui fci e fcj (non avendo 
alcun punto comune) appartengono a uno stesso dei cinque fasci di coniche 
in essa contenuti (*). Dunque vi sono quattro rette di A appoggiate a A, e ifc^, 
cioè le due rigate 6 aventi k^ e k^ per direttrici triple hanno quattro gene- 
ratrici ili comune e il grado richiesto è 4. 

15.^ Insieme con le rigate 6 giova considerare entro la varietà A le 
rigate 6,, ciascuna delle quali è costituita dalle cx>* coppie di rette di A che 
escono dai punti di una retta della Vi. Una rigata 0, è rappresentata dalle 
corde di K appoggiate a una sua corda fissa e queste costituiscono una ri- 
gata cut)ica passante per K, dunque la rigata obhiettiva costituisce una se- 
zione iperpiana della VI ed è una Vi razionale (normale in un S^) dotata di 
una retta direttrice dopi)ia. 

Si ricava di qui che: 

Per ogni retta (Iella VI passa un iperpiano che la tocca in tutti i punti 
della retta stessa. 

Una rigata razionale VI di S^, che abbia una retta direttrice doppia è 
proiezione di una Vi di S^, da un punto del i)iano di una sua conica diret- 
trice, dunque sulla direttrice doppia vi sono due punti uniplanari. 

A due corde generiche di K si appoggia sempre una ed una sola corda 
della curva stessa (due (j\ in un ente razionale hanno sempre una coppia 
comune), dunque: 

Entro A te rigate 0, costituiscono una rete ornalo idica. 

Infine poiché una conica e una retta generiche della VI sono congiunte 
da un S^ che taglia la Vi in due rette ulteriori appoggiate ad esse, od anche, 
poiché due rigate Oj corrispondenti a rette incidenti della Vi possono con- 
siderarsi come costituenti insieme una rigata 6, si conclude che: 

Una rigata e una rigata 0, ìianno in generale due rette in comune, 
IG." l teoremi precedenti danno luogo a una importante deduzione 
relativamente alla VI, 

Infatti si immagini di riferire proiettivamente le rigate 6 agli iperpiani 
di un S^: le rette del sistema A verranno mutate nei punti di una superfìcie 
del 4.^ ordine di S^y la ((uale conterrà 'X)'^ coniche, corrispondentemente alle 
rigate 6i di A, <lunque cpiesta superficie, che chiameremo Fi, sarà proiezione 
da un punto esterno di una superfìcie di Vehonkse, 



(*) Gfr. Caporali, Sulla superficie del quinto ordit^e (ìotata di una curva doppia del quinto 
ordine (Memorie di Geometria, Napoli, Pellerano, 1888). 
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Ora si osservi rlie le tre relfe dì X uscenti da un puiito (Jell-i l'; iiii- 
pon^niin fitte snle coiiilizìoin a una rigala 'i die debba loiiterierle, quindi i 
tre punti di /*'J cbe le rappresentano impongono due sole coudizinuì agli iper- 
piani che delibuiio contenerli, ossia sono allineati. Ne segue rliP, rome le 
rette di A vengono rilerite biunivocamente ai punti di F',, vosi i inulti della V'; 
vengono riferili biunivocamente alle sue irisecanti. Ma le tiiseeaati della F} 
costituiscono il sistema ^x)' di rette comuni a tre (e quindi a uria rete di) 
complessi Uueari in S,{*), «lunipie: 

f punti (fella V'; itossuiiti rappresenlnrsi ljiiinivQC<tiaente sul sÌHtcmn a:' tteìle 
relle comuni a tre complessi litKari di uno spazio n qunllro (liineiistoni. 

17." l'er approfondire ancora lo studio delle proprietà <lella VI, rani- 
iiimiliaino die in una F; di S, con ce' coniclie (come del resto si veritica 
subito o direttamente o ricorrendo alla rappresentazione della Fj mediante 
un sistema lineare ce' di coniclie), Ìl piano di una conica taglia ulteriormente 
la Fi in un punto, centro del fascio delle oc' triseiMuti della -supeifide situate 
in t|uel piano, e che Ìl luogo dei punti di coiitalli) delle lan^'eiiti cou<lotte 
ad una conica dal punto in cui il suo piano tat:li;i nlterionnente la F!, è una 
cui-va del quarfordine G" razionale normale. Questa C è audie il luogo dei 
punti della F', per i quali le «' trisecanti riduconsi a od' tangen li-secanti e 
iuliiie il piano tangente alla Ft in un punto della C è uscidatore a questa 
ultima (**). 

Le ti'isecanti di FJ die sono delle tangen ti-secanti corrispondono, nel 
modo che 8Ì ^ dello precedentemente, ai punti della Vi da cui escono due, 
anzi elle tre rette di A, e poicb^ tali trisecanti si distribuiscono in oo' fasci 
coi centri nei punti di C, così questi punti della Vi si dislrilniiranno sopra 
x' rette costituenti una rigata (***), la ritmata ■!■ di A che corrisponde ai punti 
della linea C dì Fi. 

Se ft è una generatrice di 'I>. da ogni punto di ft esce una sola ulteriore 



(*) Caste LNUovd. Rieerche iti tìeiimefn'n deltu i-elln nell'i npa^in a quiUtm lUmKusiimì 
(Atti del R. Ist. Veneto Ai scienze, lettere ed ìirli, serie VII, t. Il), ii.i 7. 8. 

(■") Cfr, Skohb, SiiUe varif:tit cufiicko, etc. (Momorid della R. Araad. delle Sdeiize di 
'IHirino, 1888) d.' 43 e U; od anche : Bertini. Introiltizione alla s/eom. proiettioa deylt iptvgpiKi 
(Pisa. Spuerri. 19(17). |>p. 3i7-H. 

("■) In generale i punii di una i-elta di A corriflpotiilonit «Ile Irisocaiiti di F- del Tasi^io 
avente il (centro in un suo puriln. I punii di ajipn^'Kio di ijueate trisecunli Btillii F'- hiuri del 
veiitru del Tuseio slaiuio jirji sulla L-oriica che rappresenta la rigutii B, jiveiiU' quella retta per 
diri'tlrire doppiu. 
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retici di A, come dal corrispondente punto H di FJ (e C*) escono soltanto 
delle tangenti-secanti di F*^: e come da H esce una retta (la tangente alla 
conica situata nel piano ivi tangente alla JP'J, ossia la tangente a C*) che ha 
un contcìtto tripunto in If con F.J, così vi è su h un punto dal quale fwn 
escono ulteriori rette di A. 

Se diciamo ^ la curva di <i> luogo dei punti di VI da cui esce una sola 
retta di A, per cercare l'ordine di <p converrà osservare che le sezioni iper- 
piane di VI corrispondono, nella rappresentazione dei punti di questa varietà 
sulle trisecanti di FJ, alle congruenze staccate sulla varietà delle trisecanti 
di Fi dai complessi lineari dell'AS^ cui appartiene la FJ. 

Infatti una tale congruenza è ad es. quella delle trisecanti uscenti dai 
punti di una conica di Fi che sono (si vede subito) tutte e sole le trisecanti 
della FJ appoggiate al piano della conica, e quindi appartenenti al com- 
plesso lineare speciale che ha un tal piano per asse, e, per quanto è stato 
detto, alle rette di questa congruenza corrispondono i punti di VI situati 
sulle rette di una rigata 0,, ossia di una certa sezione iperpiana di VI. 

E allora poiché i punti di 9 corrispondono alle tangenti di C\ l'ordine 
di 9 uguaglierà il numero delle tangenti di C* appartenenti a un complesso 
lineare, o, in particolare, al numero delle tangenti di C* appoggiate a un /S, 
generico dell' 54 che la contiene. Tale numero è 6, dunque 9 è una sestica 
razionale normale, perchè come le tangenti di C* non appartengono ad uno 
stesso complesso lineare, così 9 non è contenuta in un S,, 

Si osservi che per trovare i punti di contatto delle 6 tangenti di C* ap- 
partenenti a un dato complesso lineare basta, per es., costruire le coinci- 
denze della corrispondenza simmetrica (3, 3) che si ottiene sulla G* chia- 
mando omologhi due punti X ed X' quando X' sta nell'/Sg che contiene le 
rette del complesso uscenti da X. Ne segue che se si considera un complesso 
lineare il quale contenga tutte le rette del fascio avente il centro nel punto H 
e situato nel piano ivi tangente ad FJ, essendo questo piano osculatore a C\ 
due coincidenze della corrispondenza (3, 3) in discorso cadono in H, poiché H 
coincide con due dei punti ad esso omologhi (*). Ma alla congruenza che un 
tal complesso lineare stacca dalla varietà delle trisecanti di FJ corrisponde 
sulla Vi una sezione iperpiana passante per fe, dunque un iperpiano che 
passi per h ha un contatto bipunto con 9 nel punto che questa curva ha a 
comune con fe, ossia h è tangente a 9 e 4> è la rigata (sviluppabile) delle rette 
tangenti a 9. 



(*) Vedi Bertini, Introdwsiotw^ etc, pag. 205, 
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Di ([Ili seffue die * <^ del IO." oidiiie e costituisce la complela irilerse- 
zioiie della V^, i-on la quadrica w rispello alla finale ogni punto di f Ila per 
ipei'pìano potare l'ipe!-|)iaiio in esso osculatore a 9. 

18." Fra le Irisecanlì di Fi appogfjiale a una sua conica generica due 
sole sono tangenti a C, poiché se mia tangente n- di C si appoggia alla co- 
nica considerata, tale tangente dovendo avere un contatto tripiinlo con /•'; in 
un punto appartenente alla conica sarà una delle due rette tangenti n <" 
nei punti ove essa taglia il piano della conica. 

Che se poi la conica in discorso è, per es., ipiella che ata nel piano 
tangente a Fi nel punto //, allora l'unica tangente di C appoggiata ad es«a 
è quella che tocca C" nel punto U. 

Si conclude che gli iperpiani contenenti le rigate 9, che hanno per iliret- 
Irici doppie le rette di A appoggiale ad fi hanno tutte un contatto tripunto 
con la curva 9 nel punto che essa ha a comune con h, mentre la rigatii 9, 
costituita dalle rette di A che escono dai punti di h è la sezione di V^ con 
l'iperpiano osculatore a o in quel punto stesso. 

Ciò posto, sia lì una retta ([ualunque della Vi e siano fc od i le due ge- 
neratrici di * appoggiate a d. Se H' ed /' sono i punti ove h ed i toccano <p, 
gli iperpiani osculatori a 9 in H' ed /' passano per rf, quindi gh iperpiani 
polari dei punti dh e di rispetto a 9 passano per H' ed I' e. precisamente, 
il primo passerà semplicemente per /' mentre avrà con 9 un contatto &-punto 
in H'i*) e il secondo passerà semplicemente per fi' mentre avrà con 9 un 
contatto 5-puntu in /'. 

Ne segue che l'involuzione /; del ti." ordine e di I." specie tagliaUi su 9 
dagli iperpiani polari dei punti di d avril per equazione sull'ente razionale 9 

X, X, (ft, af, + k,xi) = 

se i punti fondamentali ;r, = e jc, =0 sono H' ed T e quindi ogni gruppo 
della Zt sarà una sestica ottaedrica, cioè una sestica binaria costituita da tre 
coppie separantisi a due a due armonicamente. 

Deduciamo di qui che: 

La V, di Se a curve sezioni ellitticke è il liioyo dei ptinU i cui iperpiani 
polari rispetto n una curva del 6" ordine razionate normale 9 tagliano la curva 
stensa IH «na sestica binari» ottaedrica. 

Ci Si ricordi che nella polarità iiirlivìduala dalla curva f nello .% una rclln lanKcntc 
a f lia per •S', polare To', osculatore a f nel suo punto di contatto. 
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Le rx)^ collineazioiii che mutano in sé la curva 9 mutano pure in sé 
la Vi e viceversa; quindi: 

La Vi ammette un gruppo 00^ di trasformazioni omograficlie in sé. 

Questo gruppo si riflette nello S^ rappresentativo in un gruppo 00' di 
traslbrmazioni cremoniane che in una ricerca dei proff. Enriques e Fano si 
è presentato come uno dei pochi tipi di gruppi imprimitivi irriducibili (per 
trasformazioni cremoniane) a gruppi di Jonquières generalizzati (*). 

19. Abbiamo osservato che una rigata 6, ha per immagine nell'S, rap- 
presentativo della VI la rigata di 3.® grado costituita dalle corde di K ap- 
poggiate a una sua corda fissa. Finché questa corda é generica la rigata di 
V^ grado ad essa relativa ha in essa soltanto la direttrice doppia, ma se la 
corda considerata 6 è innnagine di una retta di A appartenente a 4>, da ogni 
punto della corda deve partire soltanto una corda ulteriore di K e deve esi- 
stere su h un punto pel quale 6 sia l'unica corda di K passante per esso; 
quindi 6 deve essere la retta congiungente i punti di contatto di un piano 
bitangente a A" e la rigata relativa a 6 deve risultare una rigata di Cayley. 

Ora 4> essendo situata sulla quadrica w ha in comune quattro punti con 
(ogni conica e quindi con) la conica di cui si fa la proiezione, dunque l'im- 
magine di <^ é una rigata sviluppabile razionale del 6.^ grado. 

Questo, poiché é chiaro che l'immagine di <l> é la sviluppabile bitangente 
a Ky collima col fatto noto che la sviluppabile bitangente dì K è del 6.® or- 
dine e della 4/* classe. Il suo spigolo di regresso é poi una sestica gobba 
razionale C^ proiezione della sestica normale <p. 

Come il gruppo delle trasformazioni proiettive della Vi in sé è determi- 
nato dalla curva 9, così il gruppo delle trasformazioni cremoniane ad esso 
corrispondente nello spazio rappresentativo si può costruire partendo dalla 
sestica C\ 

Si osservi dapprima che i punti in cui una retta d di A incontra la ri- 
gata 4> hanno per immagini i due punti uniplanari della rigata gobba di 
3." grado contenente K e avente per direttrice doppia T immagine ef di d, ossia 
le intersezioni di d' con la sviluppabile bitangente di K non situate sulla 



(*) F. Enriques e G. Fano, Sui gruppi cofUinui di trasfartncugioni cremoniane delio spasio 
(Annali di Matematica, 1897), n." 26. hi questo lavoro le equazioni della Vj vengono scritte 
utilizzando la teoria delle forme binarie, ma alle stesso equazioni si arriva anche tenendo 
conto del teorema da noi dimostrato che la Vl può rappresentarsi sulla varietà delle rette 
comuni a tre complessi lineari di «$4. 
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curva K. Le due langeiili lU 0° passanti poi per questi punti vanno a toc- 
care C nei punti immagini di quelli ctie 9 ha sulle rette di tagliate da rf. 

La definizione di V; assegnala nel numero precedente dà allora il teorema: 

Se jter un punto qualunque dello spazio (ordinario) contenente K si con- 
ducono le tre corde che vi pamano, e poi si costruiscono sullo sfrigolo di re- 
gresso C (iella sviluppabile bitangente i punti dì conlnllo delle tangenti di 6" 
che si appoggiano a quelle corde fuori di K, ai ottengono xopra C" Ire coppie 
(li ptmfi che si separane armonicaiuetUc due a due. 

Allora le 00° trasformazioni creirioiiiane in discorso si ottengono stabi- 
lendo che per ogni trasformazione proiettiva della C in sé stessa si dicano 
omologhi i due punti X ed A" ilello spazio che danno luogo su C a du« 
sestiche binarie ottaedriche corrispondenti nella data proiettivitA. 

'^.° Passiamo ora alla considerazione della V", di S, a curve sezioni 
ellilliche rappresentata dalle superficie cubiche L passanti per tre rette a,, 
a,, n, sgiiemlie fra di loro a due u. due. La quadrica Q che passa per a,, a,, a, 
è la quadrica fondamentale dello spazio rappresentativo che corrisponde ai 
punti di VI infinitamente vicini alla cubica gobba C di V* da cui si fa la 
protezione. 

Si riconosce subito che la V; contiene tre sistemi di rette ■«* tali che 
I>er ogni punto della V^ passa una retta per ogni sistema; tali rette hanno 
per immagini t|uelle delle tre cougruenze lineari aventi per direttrici {a,, o,), 
(Oi, «j). (".. ffi)- Poi, siccome ogni superlicie cubica L passante per «,, a,, «. 
contiene due rette appoggiate a due di queste Ire e non alla terza, cosi quei 
tre sistemi oc' di rette sono ciascuno della '2.'^ classe. 

Un piano dello spazio rappresentativo che passi, per es., per a,, laglia 
le superlicie cubiche L fuori di a, in coniche residue passanti per i punii 
ove esso incontra le rette «,, a,; quindi è inimagnie dì una quadrica VI di V;, 
Risulla cosi che la F; contiene tre fasci di iiuadrìche ccurispondentemente 
ai Ire fasci di piani a,, a,, a,. 

Le t|uadriche passanti, per es., per a,, a,, poicliè con ogni piano passante 
per n, costi tu isi^ono una superlicie L, rappresenteranno le sezioni residue 
della F; con gli iperpiani passanti per le quadriche del fascio corrispondente 
a quello dei piani per a,; quindi si avranno sopra VI tre sistemi fv' di Vt 
razionali nonnali {rigate). Ognuno ili (lue^ti sistemi è residuo di uno dei Ire 
precedenti fasci di quadrìclie rispetto a quello delle sezioni iperiiiane. 

Le rette dei tre sistemi di F* uscenti dai punti della C da cui si fa la 
proiezione costituiscono tre rigate distinte razionali nonnali appartenenti ai 
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tre sistemi ora considerali; ma ai punti di una generatrice di una di esse 
non corrisponde nello spazio rappresentativo che un unico punto di una delle 
tre rette a,, a,, «3. 

Per fissare le idee chiamiamo A, , A2, A3 i tre sistemi di rette di FJ rap- 
presentati dalle congruenze Uneari («j, a,), (^3, a,), (a,, a^); <l>i, <l>8, *» i tre 
fasci di quadriche rappresentate dai piani per a,, a,, a, e infine V,, «F,, V, i 
tre sistemi lineari oc" di FJ corrispondente alle rigate quadriche contenute 
nelle congruenze (a,, ag), (ag, «i), (a,, a,) rispettivamente. 

Allora si vede subito che le rigate ^, sono formate con le rette del si- 
stema Ao mentre le due schiere di rette di una quadrica <i>; appartengono 
l'uno al sistema A^, l'altra al sistema Ai, se i, fe, k costituiscono una per- 
mutazione qualsiasi dei numeri 1, 2, 3. 

Una quadrica <l>, e una rigata *F, prese insieme costituiscono una sezione 
iperpiana di Vi e si tagliano lungo una conica (le 00' coniche direttrici di 
una w< sono appunto tagliate su questa dalle quadriche del fascio <!>,). 

Due quadriche dello stesso fascio non hanno punti comuni; invece due 
quadriche di fasci differenti si tagliano secondo una retta e tre quadriche 
appartenenti ai tre fasci hanno un sol punto comune. Due quadriche 4>< sono 
punteggiate proiettivamente dalle rette del sistema A^; etc, etc. 

21.^ Dalle osservazioni fatte si deduce una facile costruzione proiettiva 
della VI che stiamo studiando. 

Prendiamo infatti in un S^ due S^ indipendenti a', a" e riferiamoU col- 
linearmente. E chiaro che le rette congiungenti i punti omologhi formano 
una V\ razionale normale contenente oo* S» (di cui due sono appunto a' e a") 
e cx)' rette: gli S, tagliano sulle oo* rette oo^ punteggiate proiettive e le rette 
punteggiano collinearmente gli oc^Ss. Allora segue subito che, se entro x 
e a" si considerano due quadriche omologhe <l>'i e *",, le rette che ne con- 
giungono i punti omologhi si appoggiano ad oc* altre quadriche *'*i . . . e 
formano un sistema Ai di una VI. 

Gli altri sistemi di rette della VI sono costituiti dalle rette dei due si- 
stemi di schiere delle <^\ , «^^i , «fr*^, . . . etc. 

I tre fasci di quadriche appartenenti alle Vi permettono di determinare 
facilmente le trasformazioni proiettive in sé della Vi. È chiaro, infatti, che 
una omografia la quale muti in se la VI muta in sé o scambia fra di loro, 
proiettivamente, i tre fasci di quadriche; e d'altra parte se si stabiliscono, 
per es., delle proiettività nei singoli fasci di quadriche 4>,, <l>j, 4>, verrà sta- 
bilita fra i punti della Vi una corrispondenza biunivoca, quando'si supponga 
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die .siano omologhi due punti che si trovino su quuilrìche omologhe ilei l'asci. 
Tale corrispondenza hiunivoca è poi una pn)ìeltivitit pt-rclii- muta la sezione 
iperpiana formata da tre quadriilie piese mia pei' lascio in una analojra se- 
zione iperpiana. quindi : 

ha V't di iS', che sliamo esamitiando ammette "Xj' omografie Icostituettii 
f/rup^poi che mutano ìu *■« ctascutto dei tre fasci di qiiadriche; fre sistemi oo' 
di omografie che mutano in «è le qttadriche di un fascio ma scambiane fra 
di loro quelle degli altri due, e infine «» altro sintema ■x^" ili omografie che 
scambiano fra di loro i tre fasci di quadriche. 

"Èì." Non ri fermiamo più minutamente sullo studio di questa V; poiuhè 
c^me è ehiaro esso è estremamente aemplii-e. Osserveremo soltanto i-he essa 
può assumersi come la varietà dì S, rappresentante, nel modo che fu indi- 
calo dal prof. Segue (*), la varietà delle terne tli punti di tre rette; quindi 
una sua sezione iperpiana, cioè una FI di 6', razionale normale può ritj;uar- 
darsi come rappresentante la varietà delle terne ili punti omologhi in tre 
punteggiate in corrispondenza trìlineare; allora lo studio della F*. diventa 
quello della varietà di queste terne e viceversa. 

In i)articolare si osservi come il fatto che un ìperpiano il quale passi 
per cinque punti della Vi la taglia in un sesto individuato dai precedenti 
diventa il leorema notoC): 

Dat^ su tre rette a, b, e cinque terne di punti otnologhi vi sono rsc' corri- 
spondenze trilineari che ìe contengono e le corrispondenze stesse hanno in co- 
mune itna sesta terna individuala da quelle. 

%i." Più interessanti risultano le y; di S-, rappresentate nello spazio 
ordinario dalle supertìcìe cubiche per una cubica gobba e con un punto 
doppio in un punto di questa o dalle superficie cubiche per una cubica piana 
nodale con un punto hiplanare nel nodo della cubica e in esso un piano 
osculatore fisso. 

Cosi ho dimostrato in una Nola già citata che esse sono insieme con la 
F; di 2." specie e le sue proiezioni sopra un S, o un S, alcune delle poche V, 
di Sr{r^7\ a S, tangenti mutuamente secantisì. Qui piuttosto che ripro- 
durre quel ragionamento preferisco notarne qualche altra proprietà. 



(•) SeORE, Sulk varieli'i che rappi-esenlaito le coppie rfi punii ili lìue piani o »[hi 
conU del Circolo Matematico di Palermo, V. lSyi|. 

(**) Castelnuovo. Studio sulla omografia ili secouila specie (Atti dt'l li. lei, 
scienze, lettere ed urti. t. V. aerie VH. n." 28. 

Annali di' Mntemnlìea, Serie III. Tomo XV. 
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24.^ Consideriamo in primo luogo la Vi rappresentata dalle superficie 
cubiche L che passano per una cubica gobba K e hanno in un suo punto 
un punto doppio. 

Tale VI contiene due sistemi c5o^ di rette: l'uno, che diremo A, è rap- 
presentato dalle rette della stella 0, l'altro che diremo M, dalle corde della 
cubica K, Per ogni punto di V; passa una retta di A e una retta di M, in- 
vece in ogni iperpiano vi sono tre rette di A e tre rette di M. 

I piani dello spazio rappresentativo che passano per e le quadriche che 
contengono K rappresentano due reti di rigate cubiche normali di VJ, mu- 
tuaniente residue rispetto al sistema lineare delle sezioni iperpiane. Le diret- 
trici delle rigate cubiche corrispondenti ai piani per 0, cioè delle rigate for- 
mate con rette di A appartengono al sistema M e così le direttrici delle ri- 
gate riempite da rette di M appartengono a A(*). 

Due rigate appartenenti a una medesima rete si tagliano in una retta 
che è una loro generatrice comune; invece due rigate appartenenti a reti 
diverse si tagliano in una conica rappresentata dalla conica intersezione di 
una quadrica per K con un piano per 0. 

Può dirsi pertanto: 

Date due rette della Vi appartenenti a uno stesso sistema esiste sempre 
una ed una sola retta delVaUro che si appoggia ad entraì^be. 

25.^ Alla Vi appartengono anche oo* coniche e per due suoi punti ge- 
nerici ne passa una ed una sola. Esse sono rappresentate dalle cx)* coniche 
dello spazio rappresentativo che passano per e si appoggiano in due punti 
ulteriori a, K, e come ognuna di queste sta sopra una quadrica per K e uxì 
piano per 0, così ognuna delle coniche di Vi sta sopra due rigate cubiche 
normali, formate l'una dalle rette di A che escono dai suoi punti e l'altra 
dalle rette di M che escono dai punti medesimi. 

26.^ Un iperpiano che contenga una rigata di una rete taglia Fj in 
una rigata dell'altra rete e quindi tocca Vi in tutti i punti della conica se- 
condo cui le due rigate si tagliano. Viceversa, un iperpiano che sia costretto 
a toccare Vi in due punti taglia la Vi in una superficie rappresentata da 



(*) La cosa si vede subito neir-S', rappresentativo. Cosi un piano per taglia K in due 
punti ulteriori A e B e le superfìcie L in un sistema lineare cx>* di cubiche per 0, A, B con 
un punto doppio in 0. Queste rappresentano adunque le sezioni iperpiane di una Y\ razio- 
nale normale, la cui direttrice ha per immagine AB e AB h appunto una corda di K, Se 
si considera una quadrica per K, la direttrice della V\ corrispondente è Tunisecante di K 
che appartiene alla quadrica ed esce dal punto 0. 
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utia suìjerllcie cubica per K, con un punto doppio ìii e due altri punti 
doppi A e B, cioè da una superlìcie spezzata, nel piano A B tì nella qua- 
drica che passa per K ed A, B: dunque: 

Se nn ipcrpiano tocca- V; in più di un putito la torca in .x' e precida- 
■mente tu tatti i punti di una- conica. Viceversa la V;; è toccata, liiiiuo ogni .sua 
conica da un iperpiano. 

27." Siano «,. a,, «, tre rette qualunque di A e 'l', , •!■,, 'l', le tre ri- 
gate cubiche normali che contengono (come generatrici) a,, 0^; a,, »,; a,, a, 
rispetti va mente. Se diciamo S,, 2,, s, gli S, che le contengono, si può fissare 
neirs, una corrispondenza fra gli S^ passanti per S,, x,, li, chiamando omo- 
loghi tre Si che congiungono questi tre spazi con una slessa retta di m {*). 

Se si conduce per 2, un iperpiano a,, esso taglia Vi in una rigala resi- 
dua V, di rette di M che insieme con *, e *, dà rinlersezione completa di V, 
con altri due iperpiaui «> e «„ dunque agli S, per s, che proiettano le rette 
di T, e formano un fascio nell' iperpiano x, corrispondono nelle stelle 2, e 2, 
gli S,. che proiettano le rette di 'r, e formano dei fasci negli ipcrpiiini «^ o a,; 
ossia le tre stelle s, , 2,, e s, sono riferite omograficamente. 

Ne deduciamo, dopo una facile inversione del ragionamento ora fatto; 

Se in un S-, si riferiscono proiettivamente gli S^ passanti per tre S, pe- 
nerici, le 00' rette secondo cui si intersecano le terne di S.. omologhi riempiono 
HHrt V; fi curve sezioni ellittiche. Essa contiene un secondo sistema di <x>' rette 
che è yenerabilfi nello stesso modo, e anzi i tre S,, centri di Ire stelle proiettive 
generanti la V;, sono gli spazi che contengono tre rigate cubiche normali qua- 
lutuiHc di una delle due reti di tali rigate che possono formarsi con le rette 
dei due detti sistetni. 

Poiché una F; razionale normale di 5,, rappresentata su un piano dal 
sistema ;»' di cubiche che passano per tre punti, può sempre pensarsi come 
una sezione iperpiana della V;, così segue senz'altio da questo teorema la 
generazione proiettiva della F', che fu indicata dal prof. Bohdlua (**). 

28." Una cubica gobba incontra complessivamente in tre punii due 
rigale cubiche (di reti diverse) costituenti insieme una sezione iperpiana : 
quindi, per un noto ragionamento, incontra in un punto ciascuna rigata dì 
una rete e in due punti ciasciuia rigata dall'altra rete, 



(•) NoIìbì che oRni reità di U bÌ appoggia in un punto a una rigata cubica costituita da 
n-tl« (ii A. 

(■') BoRiim\. Di akime auperficie. eie. (Alti lat. Veneto, t. IV, serie S.», 188li). 



^g^^i^^iS;^ 
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Segue che, se si {)rendono due punti della cubica e si conduce per essi la 
rigata della 1.*^ rete che li contiene, tale rigata contiene la cubica per intero. 

Adunque: 

Sulla Vi 8i hanno dus sistemi oc' di cubiche gobbe. Essi sono costituiti 
dalle cubiche gobbe situate rispettivamente sulle rigate cubiche normali formcUe 
con le rette di A e M. Le cubiche situate sìiUe rigate di A. sono rappresentate 
dalle cubiche piane che hanno in un nodo e bisecano altrove la cubica K; 
quelle dell'altro sono rappresentate dalle cubiclie gobbe che passano per e 
quadrisecano altrove la cubica £ Tra le prime si trovano pertanto le cubiche 
gobbe che hanno per immagini le rette dello spazio rappresentativo. 

29.*^ Dai punti di una cubica gobba situata sopra la V* escono due 
serie oo' di rette: una ò la serie delle generatrici di una FJ normale, ma 
r altra non può essere che la serie delle generatrici di una rigata d'ordine 
più elevato. 

Per trovare quest'ordine supponiamo che la cubica di cui si tratta si 
trovi sopra una rigata cubica della rete costruita con rette di A e, per faci- 
litiire ancora più la ricerca, supponiamo, come è possibile, che essa abbia 
per immagine una retta r dello spazio rappresentativo. Allora la rigata delle 
rette di M uscenti dai punti della cubica ha per immagine la rigata delle 
corde di K uscenti dai punti di r, e questa è dell'ordine 4, ha in K una di- 
rettrice doppia e in r una direttrice semplice. 

D'altra parte, due superfìcie cubiche L si tagliano oltre che in Kìn una se- 
stica residua con un punto triplo in e appoggiata in altri sei punti a Ky quindi 
questa sestica taglia la rigata quartica precedente in 4 X 6 — 3x2 — 6x2 = 6 
punti fuori di K e la rigata di cui questa è immagine è dell'ordine 6. 

In particolare delle due rigate formate dalle rette di A e M uscenti dai 
punti della cubica da cui si fa la proiezione della V\ sullo spazio rappresen- 
tativo, la seconda, che è una V], lia per immagine il solo punto 0, la prima, 
che è una K;, ha per immagine la curva K, ogni sua generatrice proiettan- 
dosi in un punto di K. Questo dimostra che la VJ appartiene all'S, (altri- 
menti K sarebbe una eubica piana) ed è una Vi razionale normale con oo' 
direttrici minime d'ordine 3. 

Riassumendo abbiamo: 

Le rette di Vi tiscenti dai punti di una sua cubica gobba costituiscono 
due rigate razionali ìwrmali. Una è mia Vi e Valtra è una Vi con oo* di- 
rettrici minime d'ordine 3; quest'ultima è incontrata in due punti da ogni 
retta del sistenui A se è costituita da rette di M, e viceversa. 
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Tenendo presente aurora la ciiliicii gohlia da cui si fa la proiexiiiiie si 
ricava inoltre che: 

Tm Vi, conlata rfwe volte, e la V] forniate dalle rette di V'i usc-ettti dM punti 
di una sua cubicrt costituiscono la completa intersesiom' della F; col cono qua- 
dric'j (cinque volle specialigzato) proiettaìtte dallo spazio della cubica yli apasi 
tang^idi alla V'i tiet punti della cubica stessa. 

30." Una rappresentazione della V',, di cui stiamo ocpupandoci, sopra 
un 5;, può ottenersi anche in un altro modo, iitiliz/.ando la proprietà che 
PKSH contiene oc' coniche di cui ne passa una per ogni coppia di punti 
generici della V",; proprietil eiie, sotto certe restrizioni, è conseguenza del- 
l'altra, di cui pure essa è lìolata, vhe gii S,, ad essa tangenti in due punti 
generici ^ e fi si incontiaiio in un punto. 

Consideriamo infatti un punto ,1 della F; e 1'.^,. a, die la toeca in questo 
punto: allora la F; è rappresentata biunivocanienle su a <|uau(lo si l'accia 
corrispondere al punto X di F;, il punto A" di « ove la lanfrente in A' alla 
conica di FJ che passa per A e per A taglia la retta tanpente alla conica 
stessa nel punto A. Infatli per ogni coppia di punti dì F; passa una sola 
sua conica e quindi in particolare per ogni retta di a uscente da ^ vi è una 
sola conica di F; che le risulti taufrente in A. 

31." Per e.saminare brevemente le proprietà della rappresentazione cosi 
ottenuta (") chiamiamo l. ed tn^ le rette di A e M, rispettivamente, uscenti dal 
punto A, e cerchiamo l'immagine di una retta generica ( (o m) di A (o «). 

Per le due rette l., ed I di A passa una rigata cubica F; di rette dello 
flesso sistema avente per direttrice una retta m di M appoggiata ad l, nel 
punto />, per conseguenza i punti di « corrispondenti ai punti di F; situati 
su tale F; si potranno considerare come ottenuti tagliando il piano m l„ coi 
piani tangenti aUa F; nei suoi singoli punti. 

Ma con tale costruzione {*•) le generatrit^i di Fj vengono ad avere comt 



{*) Una considerazione aiialoija a quella del testu dà siibitu unu coelritsione della noUi 
rappresentazione della superftde di Veroneiìe mediante il sistema di tuUe le coniche di un 
jiiano (e \t\ti in generale, di ogni varietà di Veronr^e mediante il t^islema delie iguadricbe dì 
un &.). Se infatli, preso un punto A delLi superQcìe di Veroxbsg e il piano a ad essa tan- 
(tenlp in .1, bì fa corrispondere ad ogni altro punto A' della superflcie il punto X' di « che i: 
il polo della retta i4 X rispetto alla conica della superllcìo che passa per .4 e per X, si vede 
che la cflrriapondenza fra A' e X' è biunivoca senea ecceBioni e che le sezioni iper|>iane della 
superficie sono rappresentate dalle couiche di >. 

(••) Se la costruzione indicata nella nota precedente si applica a una Vi di S, la conclu- 
sione a cui si |>en'ien« è del lutto anotot^a. Se infalti (tenute le nola/ioni precedontì). D l: 



240 Scorza: Le varietà a curve sezioni ellittiche. 



immagini le rette del piano m l„ uscenti da D e le sezioni iperpiane della Vi 
vengono ad avere per immagini le coniche di nil„ passanti per 2), dunque: 

Nella indicata rappresentazione della Vi sullo spazio a, le rette di A ven- 
gono rappresentate da rette appoggiate adi,,, le rette di M da rette appoggiate 
ad m„. Le rette di A (di M) costituenti una Fj passante per l^ hanno per ivi- 
magini le rette di un fascio avente il centro su l„ (su mj e situato in un piano 
per l^ (per m„) e allorché la Vi descrive il fascio delle rigate di A (di RI) con- 
tenenti l„ (nij il centro e il piano del fascio di rette ora ìwmitiato descrivoìio 
su l,,(m„) e intorno ad l„(mj due forme proiettive. Per conseguenza le rette 
di A e M hanno per immagini in die rette di due congruenze lineari speciali 
aventi per assi l„ e m„. 

Per brevità indicheremo nel seguito queste due congruenze coi simboli 
[l„] ed [w„]. 

32.° Consideriamo ora una V\ di A che non c(intenga la retta l„ e che 
abbia per direttrice la retta m^ di M. Le immagini delle sue generatrici sa- 
ranno le rette della congruenza [f„] appoggiate alla retta m\ di [m«] che cor- 
risponde ad lUi, cioè le rette d'una rigata quadrica passante per m„^ dunque: 

IjC due reti di V\ della V\ sono rappresentate in ol dalle due reti di qua- 
driche contenute nelle congruenze lineari speciali \ l„\ ed [w„] e passanti per m„ 



la traccia della direttrice d sul piano « (per modo che ^ D è la generatrice contennta iu «) 
i piani tangenti alla V\ nei punti di una generatrice ?, formando un fascio di asse l in un 
«S, passante per d, hanno per tracce su a i punti di una retta V passante per D, ed f sarà 
rimmagine di l nella rappresentazione eseguita. Allora una sezione iperpiana qualunque 
incontrando ogni generatrice in un punto e ogni conica della V\ passante per A in due 
punti, avrà per immagine la curva generata dai fasci A e D di « riferiti in corrispondenza 
(1, 2) col raggio unito AI): ma questa è una conica per il punto 7), dunque le immagini 
delle sezioni iperpiane sono le oo* coniche a per il punto 7). 

È utile scriver le formule della corrispondenza biunivoca così stabilita fra i punti della V\ 
e quelli del piano « ad essa tangente in A, 

Fissando opportunamente i vertici 01234 della piramide fondamentale si può fare in modo 
che le coordinate del punto generico della V\ siano date, al variare dei parametri X e ft, dalle 
formule: 

allora il piano 124 risulta tangente alle Va nel punto 2, e la retta 34 è la direttrice, cosicché 
possiamo supporre yl »2, « a 124 e D a 4. Le quadriche: 

a-o-Tj — xi -0 (1) e x^x^ — x^oc^^^O (2) 
contengono la Y\, quindi il piano E tangente alla V\ nel punto Y m yt sarà rappresentato 
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od l„ rispettivamente, quindi le oc* coniche della Vi sono rappresentate dalle oc* 
coniche appoggiate ad l„ ed in, secondo cui si tagliano a due a due le qua- 
driche di queste due reti. 

Due Vi qualsiansi della Vi appartenenti a reti diverse danno, prese in- 
sieme, una sezione iperpiana e le loro immagini costituiscono complessiva- 
mente ima superficie del quart'ordine, quindi: 

Le sezioni iperpiane della Vi Imnno per immagini in a un sistema li- 
neare oc' di superficie N del quarV ordine. 

Una qualunque superficie iV, essendo immagine di una sezione iperpiana, 
seca un piano t: che passi per ?„ (od wj, oltre che nella retta l„ (o m,X in 
una conica residua immagine della linea comune al considerato iperpiano e 
alla V\ rappresentata da tc; e d'altra parte le rette della congruenza [I„] (od 
[f»„]) non incontrano la superfìcie N fuori di l„ (od m,) che in un sol punto 
ulteriore, dunque: 

Le superficie N hanno tutte in Z,. ed m„ due rette doppie ed in A Un punto 
doppio uniplanare col piano osculatore fisso l„ m„ . Inoltre in ogni punto di l„ 



dalle equazioni degli iperpiani tangenti in Y alle quadriche (1) e (2), ossia dalle: 
Le coordinate del punto ove S taglia « sono allora: 

e di qui, tenendo anche conto delle (1) e (2), si ricavano le formule della rappresentazione: 

Queste dimostrano che alla sezione di Vl ottenuta coir iperpiano: 

«•yo + «ii/i+«,i/, +«i2/s + «4y4 =0 
corrisponde nel piano « la conica : 

X 

conica che taglia la retta 2i s i4 D nel punto 4 b 2> e nel punto C la cui coordinala --' sopra 



2 «4 



^4 



la retta AD è data da — — ■ . La coordinata invece del punto I in cui la retta ^ i> è la- 



«« 



gliata dair iperpiano 5 è data da *-, quindi le coppie Ale CD si separano armonica- 

mente ; cioè si ha il teorema : 

L'uUeriore punto (Vintersesioìie (Iella retta A D colla conica pa^satUe per D e rajìpresetUante 
tiel modo che si è detto la sezione della Vl con un iperpiano ( è il coniugato armonico di D 
rispetto ad A e al punto dHncontro di S con la retta A D, 
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(od nij tino dv/i piani osculatori è costituito dal piano che contiene le rette 
di [l„] (od [m„[) uscenti dal punto. 

Una sezione iperpiana della F; si può considerare come il luogo delle 3o* 
cubiche gobbe segnate su di essa dalle oo* V; formate con le rette di A (di M) 
che passano per l„ (m„), quindi la corrispondente immagine N è i\ luogo di oo* 
coniche situate in piani passanti per l„ (od m„) e secanti l„ (od m„) nelle 
coppie di una involuzione quadratica avente per punti doppi il punto A e 
r intersezione di ?.. (m„) col considerato iperpiano. 

33.^ Se diciamo p lo spazio su cui la Vi è rappresentata mediante il 
sistema delle superficie cubiche L passanti per la cubica gobba K e aventi 
un punto doppio in un suo punto 0, tra lo spazio ,6 e lo spazio a dei n.* 30, 
31 e 32 viene stabilita mediante la V; una corrispondenza cremoniana, quando 
si dicano omologhi due punti di p ed a che rappresentano uno stesso punto 
della Vi 

Poiché i piani di p insieme col cono quadrico projettante Kda. costi- 
tuiscono delle superficie cubiche X, anzi le superficie cubiche L che rap- 
presentano le sezioni della V; con gli iperpiani passanti per una sua certa 
cubica gobba C\ così ad essi corrisponderanno in a le superfìcie N di un 
sistema lineare oo' passanti per l'immagine di C in «. Tale immagine poi es 
sendo l'ulteriore intersezione, fuori di l„ ed in„, di una superfìcie N con una 
quadrica della congruenza [m„] passante per w„, è ancora una cubica gobba. 

D'altra parte anche in « un piano variabile insieme col piano l^ m„ con- 
tato tre volte costituisce una superfìcie iV, dunque ai piani di a corrisponde 
in p un sistema lineare oo* di superfìcie cubiche L e si conclude che la 
trasformazione cremoniana di p in a è in un senso del 4.® ordine e nel- 
l'altro del 3.^ 

Ora è interessante cercare le formule di una corrispondenza cremoniana 
atta a trasformare il sistema di superficie quartiche N in un sistema di 
superficie cubiche del tipo L, perchè così troveremo incidentalmente una 
nuova proprietà delle superficie N. 

34.** Per questo, cominciamo dallo stabilire in a un sistema di coor- 
dinate prendendo il punto l^m„ come vertice 1 della piramide fondamen- 
tale, un punto qualunque di k come vertice 2, un punto qualunque di m„ 
come vertice 3, il piano che contiene le rette di [l,,] uscenti da 2 come piano 124, 
il piano che contiene le rette di [m.,] uscenti da 3 come piano 134, e infine 
scegliamo il punto 4 (sulla retta intersezione di questi due piani) e il punto 
unità l\ in modo che il piano 12 U sia quello che contiene le rette di [l„] 
uscenti dal punto ove 12 taglia il piano 34 U. 
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Allora, se indichiamo con (pa e o^ delle forme di 3.^ e 4.^ ordine nelle tre 
variabili x^^ ajj, x^^ l'equazione di una superfìcie N sarà intanto del tipo: 

a i»i a?: 4- 98 i»i + ?4 = 

poiché il punto 1 è per essa un punto doppio uniplanare col piano osculatore 
in 123; e poiché essa deve anche avere in 12 e 13 delle rette doppie man- 
cheranno in ^3 i termini in ojJ, xlx^^ oo\x^y xl^ xlx.^^ xix^ e in 9^ i termini 
in x\^ ajjajj, x\x^^ ccj, x\x^y ajjaj^, cioè l'equazione sarà del tipo: 

ax\x] -\-{hx\ + c x\ a?., -\-(lx\x, + e x^ x^ x,) x, -\-fx\ + g j^jJo?, + ) ... 

( (1) 
+ fe ajj a?8+ * oj^ x\ -\-jx\ x\-\-kx\x\-\-lx\ x^'x^ -{-mx^ xix^ + nx.^ x^ ajj = 0. j 

Ora si osservi che la proiettività stabilita dalla congruenza [J„] fra i punti 
e i piani di l^ per le ipotesi fatte sulla piramide fondamentale, è rappresen- 
tata analiticamente scrivendo che al punto rappresentato sopra 12 dall'e- 
quazione 

X^ ~~~~ A X^ ~~' ^ 

corrisponde nel fascio 12 il piano di equazione: 

quindi se si cerca la conica, residua intersezione di N con questo piano e poi 
si cercano le coordinate dei due punti ove essa taglia la retta 12, le coor- 

X 

dinate di uno di questi debbono essere — = X , a?, = 074 = 0. 

X2 

Ponendo nella (1) a?, = > aj,, dividendo per xl e poi facendo Xt = 0, resta : 

a 05? + (e + e X) », 05, + (t A' + U +y) {cj = (2) 

X 

pertanto la (2) deve rimanere soddisfatta, qualunque sia \ ponendo *=X; 

X2 

cioè deve essere 

a4-e4-'* = 0; e + 1 = 0; / = 0. (3) 

Dopo ciò la (2) si può scrivere : 

[aXi — (i X — e) 07,] [Xi — \Xi] = 

X t X -— e X 

e i due punti che sulla retta 12 hanno per coordinate — = e — = X 

^ x^ a x^ 

debbono corrispondersi in una involuzione quadratica avente un punto 

AntMli di MatetncUica, Serie Ili, Tomo XX. 3d 
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doppio in 1, dunque: 

a + i = (4) 

e, combinando con la prima delle (3), 

e = 0. (5) 

Infine, osserviamo che la proiettivitA stabilita dalla congruenza [m„] fra 
i punti e i piani di m„, è rappresentata analiticamente da una relazione 
del tipo: 

(i, — v'k = 
fra il parametro j/. del punto 

Xi — f/. a?8 = 

della retta 13 e il parametro X del piano corrispondente 

Xi — X a:^ = 0, 

V essendo una opportuna costante, poiché per le ipotesi fatte ai valori e oo 
di (A corrispondono i valori e oo di X. 

Allora, se nella 1) poniamo x^^^lx^ e dopo aver diviso per x\ facciamo 
x^ = 0, resterà, tenuto conto delle 3), 4) e 5) : 

axl-\-dx^Xi — {aV — m X — k)xl = 

X 

e questa equazione deve esser soddisfatta, qualunque sia X, da — = v X. Ciò 

porta che deve essere identicamente: 

a (t?' — 1 ) X* + (d i; + ih) X + Aj = 
ossia 

a{v' — ì) = 0, dv + m = 0, k==0. (6) 

Ma a non può essere zero, perchè altrimenti il piano l„ m^ si staccherebbe 
dalla superficie iV, dunque deve essere: 

t? = dt 1 (7) 

e per conseguenza: 

d = Hh w. (8) 

35.® Facciamo vedere, prima di procedere innanzi, che non può es- 
sere t; = + 1. 
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Per questo osserviamo che l'equazione di una quadrica di [l„] passante 
per w„, cioè rappresentante una Vi della K;, è del tipo: 

a (x, X, — x^ x^) + ^xl-\-yx,x^=0 (9) 

e quindi il piano: 

a?8 — \x^ = 

la taglia fuori di m„ nella retta ove è tagliato dal piano: 

a a?! + (y — a X) aJs + § oj, = 0. 

Ora, se si volesse trovare il valore di \ per il quale accade che questo 
ultimo piano passa per il punto corrispondente sulla 13 al piano 

a?, — X i»4 = 0, 

avendosi per tale punto (nell'ipotesi t; = 1) — = X, si arriverebbe per \ al- 

x^ 

l'equazione : 

a X + (y — a X) = 0, 

cioè, non potendo essere y = per la genericità della quadrica considerata, 
si troverebbe sempre la soluzione X = oo. 

Tale conseguenza è per quanto è stato detto nei n.* precedenti assurda, 
poiché la quadrica generica di [l„] contenente m„ deve avere una delle sue 
direttrici in una retta generica di [m„], dunque non può essere, nel caso 
nostro, 

e si conclude che 

v = — 1, d = -|-m, 

ossia che l'equazione d'una superficie N è del tipo: 

ax\xl'-{-(bx\ + cx]x^-i-d x] x^) x^ -^ f x\ + g af^x^ + h x] x^ — axlxl — 

— cxlx^x^ + dx^xlx^ + n x^ x^ a?; = 0. 

In questa equazione compaiono omogeneamente otto parametri lineari, 
quindi essa è appunto l'equazione del sistema lineare oo' di superficie N. 
36.^ Nell'ipotesi i;= 1, la quadrica 

a (aj, aJi — aJ, x^) -h p àJj = 0, 
qualunque siano a e p, è tale che rispetto ad essa ogni punto di l^ (od m„) 
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ha per piano polare (tangente) il piano che ad esso corrisponde nel fascio l^ 
(od m„)y in virtù della congruenza U„J (od [wt„]), quindi la reciprocità che resta 
determinata fra i punti del piano l„ w„ e i piani della stella avente per centro 
il punto l„ in, dalle coppie di forme proiettive ora nominate è contenuta in 
una (anzi in oo') polarità dello spazio a. 

Invece, nell'ipotesi y= — 1, la reciprocità determinata fra il piano l„m„ 
(nel quale le coordinate sono x^, x^y x^) e la stella l„m„ (nella quale le 
coordinate di piano sono ;., ks, $4) dalle punteggiate e dai fasci projettivi 
l,y m„ è rappresentata dalle formule: 

^2 = Xfi , .,3 = X^ , Si ^^^ *^i 

e quindi è contenuta in un sistema nullo dello spazio a. 

Ora le ipotesi v=± ì sono le sole compatibili con l'altra a=|^0, quando 
debba essere: 

a(i;' — 1) = 0, 

pertanto ricaviamo incidentalmente il teorema: 

Date in tino spazio (ordinario) due congruenze lineari speciali con le di- 
rettrici a e b uscenti da un punto e contenenti entrambe il fascio determinato 
da a e b, non esistono, in generale, superficie (irriducibili) del qu^rV ordine 
con due rette doppie in a e b, che abbiano su queste un contatto tripunto con 
ogni retta delle due congruenze e che siatw tagliate dai piani per a e b in 
coniche appoggiate a queste rette nelle coppie di una involuzione quadratica 
con un punto doppio in 0. Fanno eccezioìte soltanto i casi in cui le due coì^ 
gruenze appartengono al complesso delle rette tangenti a una quadrica, op- 
pure a un complesso lineare, ìiei quali ne esistono infinite (00'') aventi in un 
punto doppio uniplaìiare col piano osculatore a b. 

In particolare deduciamo di qui che le due congruenze lineari speciali 
[l„] ed \m„] appartengono a uno stesso complesso hneare. 

37.^ La quadrica, della rete 9), rappresentata dall'equazione: 

X^ Xi ~^ X^ Xf^ -^— u 

contiene la retta 

a?, = a?, = 

della congruenza [m.,], e un piano variabile intorno a questa retta: 
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taglia ulteriormente la quadrica nella retta: 

x^ — (xic, =^0 a?s — jx 05^ = 0. (10) 

Ora consideriamo la superficie N rappresentata dall'equazione: 

aoX\x\+{b^Qif[-{-c^x\x^-\-d,,x\x^)x,+g^x\x^+h^^^^ ) 

+ rfo ^2 ^\ ^4 + Ho X^X^X\ = S 

e cerchiamo le coordinate del punto, comune ad essa e alla retta (10), non 
situato sulla retta 12. 

Si trova facilmente che tali coordinate sono: 

<ja?, = — ftoP-' (sx^-= — h^\L <J a?, = (X [2 rfo ,"•' + (&o + Wo) fx + flfo] ) 

a a?, = 2 do !^' + (&o + Wo) f^ + flfo ) 

e se in queste formule si fa variare il parametro y, il punto corrispondente 
descrive la cubica gobba secondo cui si tagliano, fuori delle rette l„ ed m„, 
la quadrica e la superficie N considerata. 

Se nelle (12) simulano fto, do, (&o + Ho), Po rispettivamente in pfco> p^o» 
p(6o + Wo)> pPo, essendo p un qualsiasi fattore di proporzionalità, la cubica 
da esse rappresentata non muta, per conseguenza l'equazione: 

ax\x\ + {bx\ + c x\ x^ + p do ^\ a^s) ìKi + p Po < ^t + p K x\x^— ) 
— ax\x\ — cx\x^x^-\-^d^ x^ x\ x, + f p (6o + no) — 6] a?a a?» i»J = ) 

coi quattro parametri indipendenti a, 6, e, p rappresenta il sistema lineare oo' 
delle superficie N passanti per la cubica gobba rappresentata dalle equa- 
zioni (12). 

Scritta la (13) sotto la forma: 

a (xf x] — x] xl) -{-bxl (a?i x^ — x^ a?,) -{-cx^x^ (x^ Xt — x^ a?,) + 

+ ? X, [do a?i X, X, + Po A x^ + K ^\ a?s + do x^ x\ + (6o + no) x^ x^ x,] = 
basta porre: 

'^y2 = x\{x,x,—x^x,) 

> (14) 
<y»s = x^ x^ {x, X, — aj, a^s) 

^y*=x, [do a-i a?3 a?, + g^ xl x^ + ho xl a?, + do ajj a? J -}- (6o + no) a?, a?, a^J 
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per avere le formule d'una trasformazione cremoniana che muti il sistema 
delle superfìcie N in un sistema di superficie cubiche del tipo L. 
Le formule inverse delle (14) sono le: 

'^ a^i = !/i ^s y* + do y\ y, + ho y, yl + (60 + Wo) y, y, y, + Oo y» yl 

T 0^2 = 2 1/1 1/, + rfo 2/1 y^ ys + ho yl y, + (60 + n^) y^yl ' /1 r> 

'^x, = y, y, y, — Qo y\ y, 

'x, = ^y^y,y^ + do 1/, yl + K yl + (60 + Wo) yl y^ 

dalle quali si deduce che il sistema delle oc* superfìcie cubiche corrispon- 
denti nello spazio (t/i, ?/a, y^, y,) ai piani dello spazio a = (a?, , x^y cCj, 0^4) 
ha per linee basi le rette: 

2/2 = 0, 2/4 = e t/, = 0, a/s = 
e la cubica gobba: 

vt/3 = -feoV; v?/, = dol7oX' + (6, + n^)X + 2. i 

Questa cubica gobba passa pel punto (0, 0, 0, 1), come si vede facendo 
nelle (16) x = 0, e questo punto è doppio per le superficie cubiche in discorso. 
38.® Le cose dette fin qui permettono facilmente di risolvere un'altra 
questione sollevata dalla mia Nota già citata di Palermo. 

Risulta da essa che uno dei gruppi più notevoli di V^ di un S^ (r ^ 7) 
a Si tangenti mutuamente secantisi è quello costituito dalla VI di iS,, che 
stiamo studiando, e dalla Vi di iSj, di Veronese e sue proiezioni su spazi a 7 
o 8 dimensioni. 

Nel caso della Fj di S^ due S^ tangenti generici sono tagliati da tutti 
gli altri in coppie di punti corrispondentisi in una omografìa: si presenta 
quindi spontanea la questione di studiare la trasformazione ci'emoniana sta- 
bilita fra due S» tangenti generici della Vi dai punti di appoggio di tutti 
gli altri. 

Per questo, osserviamo che se y è l'S, tangente alla FJ in un suo punto 
generico C ed ?/, m, sono le rette della F; uscenti da C, la Vi può riferirsi 
biunivocamente ai punti di y nel modo stesso che è stato indicato per rife- 
rirla biunivocamente ai punti di a e che due punti di a e y i quali rappre- 
sentino uno stesso punto della Vi sono precisamente due punti di a e y 
omologhi nella trasformazione cremoniana 2 che si tratta di caratterizzare. 

La corrispondenza ^ muta evidentemente le superficie iV di a nelle ana- 
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lo;.'lie N' (li y; ma al sìstfiiia delle A'^ (delle A"| appartengono i piani di « 
(di y), insieme col piano i„ ih, ((„ »t,) contalo tre volle, dunipie la corrispon- 
denza 2 è, in ambedue J sensi, del 4" ordine. 

I piani dello spazio a, insieme col piano ?„«*,, costituiscono delle qua- 
driclie del sistema ix'; 



6X| j-. 



-j/x, j;, -j- bx, X, -i 



x,x, = 



(17) 
rf=0 



la cui e(]uazione si ottiene da quella del sìslema N facendovi a 
e sopprimendo il fattore icj, e queste quadiichc rappresentano il sistema oo' 
delle sezioni iperpiane della V\ passanti per le rette /„. i«,. dunque ai piani 
dello spazio « corrispondono in y <xi' superfìcie N' passanti (oltre die, dop- 
piamente, per (,, jhJ per le due rette delle congruenze [l,] ed [ut.] (*), rispet- 
tivamenle, che rappresentano, in y, le rette („ ed j»„. 

Nello stesso modo, ai plani di y corrispondono in a le superficie A' di 
un sistema omaloidico ^x;" avente per rette basi (fuori di /.. ed mj le due 
rette di (/„] ed [m.J immagini di I, ed «*„. 

Supponiamo (e con i{uesto non si vien meno in nulla alla generalità) 
che le immagini di l^ ed m, sieno in a precisamenle le rette 24 e ìì4; le su- 
pei-ficie iV che le contengono sono allora quelle del sistema oo': 

n (icf icj — «^ icj) + 6 aj, ai -f e ae, ir, («, x, — x^ x,) + ^ 
H~ d ic, te, (ir, x,-\-XtXt)-{- nx3Xta^t = Q ) 

ed entro questo sistema oc' è contenuto il sistema omaloidico corrispon- 
dente ai piani di y. 

Poiclifc il sistema (18) è del grado 2 (**) se ne possono estrarre oo' si- 
stemi omaloidiei considerando quelle delle sue superficie che passano per 
un punto lissato a piacere in a; ma il sistema dei piani di y corrisponde a 
un sistema omaloidico di sezioni iperpiane della V', che si ottiene da quello 
delle oc' sezioni iperpiane passanti per l. ed tu, considerando le sezioni iper- 
piane che passano per un punto della V; avvicinatosi itdinitamenle al punto 
l.wt,, dunque, per avere le superfìcie N di « corrispondenti ai piani dì y, 
dobbiamo considerare nel sistema (18) le superficie che passano yier un punto 
avvicinatosi iiiti ri ita mente al punto 4, immagine, in «, del punto l,.m,. 

Considerando che il piano a;, =0 taglia le superfìcie del sistema (18), 



['} Cio^ dalle due congruenze che rappresentano in 7 i e 
(••) luTaltl il sistema oraologo in 7 è rappresentato da un 



sterni A e ÌS della Vi. 

i equazione analoga alla (1). 
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fuori di 24 e ^4, nel sistema di coniche : 

aXtX^ + c X.2 x^ — dx^x^ — nx\ = 

si conclude che, per avere le superfìcie A^ richieste, bisogna fare nella (18) n=0. 
Dopo ciò si vede subito che, con una conveniente scelta della piramide 
fondamentale in y, chiamando y,, 1/2, t/», y^ le coordinate correnti di punto 
in y, le formule della corrispondenza ^ sono, in un senso, le formule: 



ay,=x, x\ 

oy. = x^ X, (Xi x^ + ìT, x^) 

G y^ ==■ X2 x^ \Xi x^ x^ X3) 

G y ^ ^^ djj iZJj — iZ/j it/j / 

e, nell'altro, quelle i)erfettaniente analoghe: 

'^ i»i = i/i yl 

-f a?, = 7/3 Ui iui Va + 2/» yò 

^x^ = y^ y, (1/1 y, — y^ y^) 

''^i = yìyl — ylyl 



(19) 



\ 



m 



39. "^ Tenendo presente la rappresentazione della F; sopra uno spazio 
ordinario mediante le superfìcie cubiche per K con un punto doppio nel 
punto di K, si trovano subito le omografie dell' S, che mutano la 7; in sé. 
Infatti una tale omografìa o 

a) scambia in sé i sistemi a e M, o 

b) scambia fra di loro A e M. 

Nell'ipotesi a) l'omografìa considerata O subordina fra le rette di A una 
corrispondenza biunivoca che si riflette in una corrispondenza biunivoca fra 
le rette di 0, e questa corrispondenza é una proiettività, perché i piani per 
rappresentano la F» di A e queste, per l'omografìa n, si scambiano fra di loro. 

Inversamente, si immagini di considerare una qualsiasi proiettività w fra 
le rette della stella 0. Si avrà fra le rette di A una corrispondenza biuni- 
voca che muta le F» in FJ e poiché le rette di M non sono altra cosa che 
le direttrici delle F; di A, così anche fra le rette di M si avrà una corri- 
spondenza biunivoca, che si tradurrà in quella fra le corde di K che si ot- 
tiene chiamando omologhe due corde di K situate in piani per corrispon- 
denti in (0. Ora se una corda di K descrive una schiera rigata di una delle oc» 
quadriche per Jf, essa si appoggerà costantemente a una certa retta l uscente 
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da 0: quindi la rorda ad e«sa omologa in.'lla cornspoiuleiiza considerala si 
appoggerà costantemente alla retta (' di omologa ad ( nella proieltivifà w. 
Ciò signitica vhe la corrisponrlenza costruila Tra le rette <)i M mula le V] 
in 7J e allora te due corrispondenze stabilili» in A e li danno Inopo a una 
Irasfurniazione in sé della K; clic è cvidentcrncnte contenuta Ìii ima omo- 
grafia deli'S,, perchè una sezione iperpi.ina della V"; spezzata in due V\ .si 
mula per essa in una analoga sezione iperpiana. 

A una conclusione simile si arriva cfuando si faccia ri)H>teHt b), purché 
si tengano presenti ilue rappresentazioni della V*, del tipo di quella consi- 
derata, per modo che nell'una siano rappresenUite da raggi di una stella le 
rette di A. nell'altra da raggi di una stella le retto di M. 

Ut." Ed ora passiamo a considerare la V; di S\ rappresentata sullo 
spazio ordinario dalle snperlicie cubiche die passano per una tuhica piana 
noflale II ed liainio mi punto tiiplanare nel nodo O di questa cidiica e un 
piano osculatore lisso in un piano w passante per una delle due rette tan- 
genti ad 11 nel punto O. 

Le rette per dello spazio rappreseiitalivo coirispotidnnoa retti' della Vi;. 
ihuiquo: 

Stilla V\ esiate ìui hìhIpaiii -v- di rt-tle, laU die pfr oyiii ininlo della V'^ ne 
passa urvi ed una sola. 

Le 'Xi'' superficie cubiche spezzate nel piano della cubica //e in un cono 
quadrico col vertice in rappresentano le sezioni iperpiane della V; ottenute 
con gli 3o' St passanti per una eerta retta d. Poi due coni quadrici col ver- 
tice in non si tagliano ulteriormente che in quattro rette, dunque un S^ 
generico per d taglia la V; fuori di rf soltanto in quattro rette, ossia: 

Jja V*, ha Ulta rella doj>pia d ed è formata di x.' rette appoggiate futte a d. 

Si trova allora facilmente la clasae del sistema di rette della V',, cioè il 
numero di esse contenute in un iperpiano. 

Infatti un iperpiano generico taglia la V; in una V; dotata di un punto 
doppio conico e rappresentabile su lui piano mediante un sistema di cubiche 
con tre punti-base allineati (•), quindi: 

Un iperpiano generico coiUiene tre rette della V', concorrenti in un punto 
della retta d. 

[ piani dello s|)azio rappresentativo nsceidi da corrispondono a rigate 



(•) Dbl Pezzo, Sitik siiii'-r/ìrk lìpirn" onlinv. .■te. (Remi, del (lire. Mal. di l'iiler 
1. 1887). 

annali tti Mafemafìra. Rorie 111. Tomo K\'. Xi 
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cubiche normali della Vi è poiché due tali piani presi insieme danno un cono 
quadrico (degenere) passante per si conclude che: 

La Vi ammette una rete di rigate cubiche normali autore»idua rispetto al 
sistema delle sezioni iperpiane. IjC rigate hanno poi tutte per direttrice la retta 
doppia d. 

Di qui segue in particolare che gli Ss tangenti alla F; nei punti di una 
sua rigata cubica stanno tutti in un iS., e, come ho dimostrato altrove, questo 
fatto si riconnette con la circostanza che essa sta sopra una V* ottenuta 
proiettando da d una superficie di Veronese. 

Per stabilire la verità di questa asserzione si immagini di proiettare 
dalla retta d le oo* rette della F;. Si otterranno, nella stella dell'S, avente 
per centro dy oo- piani e in questa varietà di piani esisteranno, corrispon- 
dentemente alla rete di rigate cubiche delia FJ, oo* coni quadrici con retta 
doppia. Ma allora la superficie che si ottiene tagliando con un S^ la varietà 
di punti riempita da questi oo* piani sarà una" superficie con oo* coniche e 
((uindi una superficie di Veronese. 

41.^ Cerchiamo di invertire la considerazione ora fatta e ne ricaveremo 
una semplice costruzione della Vi di cui ci stiamo occupando. 

Sia V\ la varietà di S^ che si ottiene proiettando da una retta d una 
superfìcie di Veronese, e sia Vi una quadrica (non specializzata) che passi 
per d, tale che dei suoi oo* piani passanti per d e costituenti, nell'iSs tan- 
gente alla Vi lungo d, una FJ con la retta doppia rf, oo* coincidano con gli oo* 
piani della FJ costituenti su questa una Vi con la retta doppia d. La re- 
sidua intersezione della Fj e della quadrica sarà una F* con retta doppia 
in rf e si comporrà di oo* rette appoggiate a d. 

Uno qualunque degli oo* coni quadrici della Fj diverso da quello con- 
tenuto nella FJ taglia la Fj in una V* dalla quale si stacca il piano che esso 
ha a comune con quest'ultimo, quindi taglia la F; in una F} rigata normale. 
E dopo ciò è facile riconoscere che la F; ottenuta è proprio quella di cui 
si è discorso nei numeri precedenti. 

42.^ Anche la ricerca delle omografie dell'iS, che trasformano in sé 
quest'ultimo tipo di Vi non presenta alcuna difficoltà. Si vede subito infatti 
che se una omografia O dell'S, trasforma in sé la Fj, per la O le rette della Fj 
si scambieranno fra di loro per modo che ogni Fj rigata normale si muterà 
in un'altra Vi; quindi nella stella le rette immagini delle rette della FJ sa- 
ranno accoppiate in una corrispondenza proiettiva. D'altra parte questo ra- 
gionamento é evidentemente invertibile, quindi: 

Tje omografie che mutano in se la Vi formano un gruppo oo*. 
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Le V* A CURVE SEZIONI ELLITTICHE. 

43.^ Supponiamo che 7;(w^5) sia una varietà normale di 1.^ specie 
di iS„+, a curve sezioni ellittiche, e sia C""* la curva razionale normale dalla 
quale si suppone di proiettarla sopra un S^. 

Le sezioni iperpiane passanti per la C"* sono delle Vj normali di I.*^ spe- 
cie che si proiettano sopra gli S^ dello spazio rappresentativo, quindi se 
chiamiamo Q la quadrica che appartiene parzialmente al sistema lineare delle 
forme cubiche che rappresentano le sezioni iperpiane di 7j e iiC la VJ~* si- 
tuata sopra Q e base del sistema lineare medesimo, basta tener presente 
l'enumerazione dei tipi delle 7; di 1.^ specie eseguita dal prof. Enriques per 
concludere che: 

Se si prescinde dalle 7J che si riducono a coni, le sezioni iperpiane ge- 
neriche della quadrica Q e della superfìcie K sono rispettivamente: 

a) per n = 5 una quadrica ordinaria Q' e una quartica di 2.* specie K'\ 

h) per n = 6 una quadrica ordinaria Qf e una terna di rette a due a 
due sghembe; oppure un cono ordinario Q' e una cubica gobba K'\ o infine, 
una quadrica Q' spezzata in una coppia di piani e una cubica piana nodale K'\ 

e) per w = 7 un cono quadrico ordinario Q' e una conica K'\ 
e in ogni caso la curva K' sarà naturalmente situata sulla quadrica Qf, 

44.® Per esaminare partitamente i vari casi cominciamo dal supporre 
che sia n = 5. 

Allora, poiché la sezione iperpiana generica K è una quartica di 2.*^ specie, 
la superfìcie K sarà una superfìcie del 4.® ordine a curve sezioni razionali e 
quindi proiezione sopra un S^, da un punto esterno di una superfìcie di 
Veronese o d'una rigata razionale normale del 4.® ordine. La prima ipotesi 
è da escludere perchè altrimenti K o non sarebbe situata sopra il cono 
quadrico Q, o conterrebbe una retta doppia e allora starebbe sopra infinite 
anzi che sopra una quadrica ; dunque resta la seconda, cioè K è una rigata 
razionale del 4.® ordine di S^^ dotata di un punto doppio improprio nel ver- 
tice dell'unico cono quadrico Q che la contiene. 

Ne segue che sarà dimostrata l'esistenza di una V\ a curve sezioni el- 
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littìche di S^ quando si sia fatto vedere che per una rigata K del quart'or- 
dine di S^ (e quindi razionale) passano oo' forme cubiche. 

Ora questo può dimostrarsi in doppia maniera; calcolando cioè la po- 
stulazione di K per le forme cubiche •del suo spazio, oppure costruendo di- 
rettamente le forme cubiche che passano, per K e trovando così che esse 
sono 3c\ 

45." Il calcolo della postulazione di K si fa rapidamente ricorrendo ad 
alcuni teoremi stabiliti dal prof. Severi. 

Si conducano infatti per la superficie K dotata del punto doppio im- 
proprio due forme cubiclie generiche Li ed Z, (di tali forme ne esistono 
certo, poiché il loro sistema deve contenere gli 3c* coni cubici che si otten- 
gono proiettando K dai suoi punti): la loro intersezione residua sarà una 
superficie del 5." ordine X", con un punto doppio improprio in avente a 
comune con K una curva del 10.** ordine (e della 26^ classe) con un punto 
quadruplo in (*). 

Poiché il punto presenta evidentemente ufia condizione agli iperpiani 
che debbono contenerlo, segue, per un teorema del prof. Severi (**), che K 
e Ki sono entrambe regolari e che per calcolare la postulazione di K per 
le forme cubiche si può far uso della formula: 



m 



[^'^^)-Hp~i) + P. + t-d 



facendovi w = 4, J = 3, i) = P„ = 0, rf= 1. Si trova così, come valore della 
postulazione in discorso, 27, e quindi, le forme cubiche dell' S4 essendo x:", 
per la superficie K passano appunto 3o' forme cubiche. 

46." Ma allo stesso risultato si può arrivare, come abbiamo detto, per 
un'altra via, meno rapida, ma assai pi fi elementare. 

Si taglino, per questo, la rigata Z e il cono quadrico Q che la proietta 
dal suo punto doppio improprio 0, con un S, generico a e siano K' e Q 
rispettivamente la quartica di 2.*^ specie e la quadrica sezioni di K e Q. ^ 



(*) Sbveri, SuUe intersezioni delle varietà algebriche^ etc. (Memorie deirAccad. delle Scienze 
di Torino, serie li, t. Lll, 1902), § 9. I caratteri di K^ sono, adoperando le notazioni del 
prof. Severi, f*| = 5, fA'i-=10, fi', = 8, v',r=8, r/'=l essendo f*» = 4, f*i = 6, Hì = 4» »i«4, 
f/---l quelli di K. 

(**) Severi, Su alcune questioìii di postidasione (Rendic. del Gire. Mnt. di Palermo, XVII, 
1903), n.° 32. 
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Nello spazio a per la curva K' passano oc" superficie cubiche // e se si 
chiamano ,4, lì, <.\ D i punii ove K' è tagliala da un piano generico - di a. 
queste of" superfìcie /,' tagliano tt nel sistema lineare (completo) delle ^'' 
cubiche passanti per A, B, C, D. 

Ora si prenda a considerare una determinata superlicie //, dì quelle -xi' 
e detta X, la sua traccia su -, sia - il piano ad essa tangente in uu punto M 
di X. esterno alla conica sezione di - con Q, e p un S, generico passante 
per ■:. Se a' è un altro S, del fascio avente per asse tc e -' è la sua sezione 
con p, t' taglierà t nella retta tangente a l, nel punto M, e in a' vi sarà 
una sola supeificie cubica L", che passi per la quartica K", sezione di a" 
con K, e per la cubica ), e inoltre tocchi nel punto M il piano t'. Variando «' 
intorno a ::, la superlicie //, assumerà certe x.' posizioni distinte e riem- 
pirà una forma Vf, il cui ordine m è appunto 3. 

Infatti asserire che m = 3 equivale ad asserire che per nessuna posi/Jone 
(li a' intorno a - la relativa superficie L', si spezza nel piano t; e in una 
residua quadrica Q", passante per il punto M e per la quartica K' sezione 
di a' non Q. e questo si dimostra facilmente per assurdo. Poiché se per una 
certa posizione di x" avvenisse il detto spezzamento, per quella posizione 
di r', £" sarebbe una quartica di ±'' specie priva di punto doppio o sa- 
rebbe dotata di un punto doppio. Nella prima ipotesi, K' essendo situata 
sopra una sola quadrica, Q~, sarebbe la sezione di Q con oc" e quindi M sa- 
rebbe situato sn Q; nella seconda ipotesi, x" risulterebbe tangente a iC o 
passante pel suo punto doppio improprio 0. Ora di queste due ultime alterna- 
tive la prima è da escludersi per ragione analoga ad altra già detta, (in 
quanto per essa sì arriverebbe a una A" spezzata in una cubica gobba e 
una sua unisecante e (luindi situata sopra una sola quadrica), la seconda 
porterebbe alla conseguenza che Q\ sarebbe una quadrica generica fra le 
oc' passanti per K" e quindi una quadrica non avente un punto doppio 
in 0, mentre la V^ costruita (e quindi Q",) ha necessariamente un punto 
doppio in (*). 

Il ragionamento compiuto mostra che per ogni superlicie cultica L' 
di a. contenente K' passa una forma cubica L dell'S, contenente K e tan- 
gente in un punto M di />' a un dato S, (passante pel piano t tangente ad 
L' in M), quindi per ogni su|)erticip // (ii st passano x.' forme cubiche con- 



IMI). a.° 14. 



impropri, (ite. (Remlìi;. Ciri-. M«l. <li Pale 
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tenenti K e, K b\ trova in totale sopra un sistema lineare oc' di forme cu- 
biche L. 

47.^ Facciamo ora V ipotesi n = 6 e supponiamo che le sezioni iperpiane 
generiche di Q e K siano una quadrica ordinaria Q' e una sua terna di rette, 
sghembe fra di loro a due a due. 

Allora K sarà una terna di piani di Q passanti pel punto doppio ài Q 
(appartenenti alio stesso sistema) e un S^ generico per segherà Q e K in 
un cono quadrico e in una terna di rette situate su questo cono. 

Ciò significa che ogni iperpiano dello spazio S^^ contenente la V\ che si 
sta considerando e passante per V S^ che congiunge con lo spazio della (7* 
da cui si fa la proiezione, taglia, la FJ in una V\ conica (*). Per ognuno di 
questi iperpiani il vertice del relativo cono V\ è il vertice del cono cubico 
contenuto in queir iS'4, dunque anche FJ è un cono col vertice in quel 
punto. ^ 

48.® Supponiamo adesso che, pur essendo n = 6, la quadrica Q e la 
superficie K siano tagliate da un iperpiano generico in un cono quadrico Qf 
e in una cubica gobba K\ Allora K è una V\ rigata normale con una diret- 
trice rf e Q è una quadrica per K con retta doppia, cioè sarà il cono quadrico 
(doppiamente specializzato) che proietta le generatrici di K dalla direttrice rf. 

Segue da ciò che sarà dimostrala l'esistenza di una V\ a curve sezioni 
ellittiche di Sh, corrispondentemente alle ipotesi ora fatte, purché si dimostri 
che data in un S^ una rigata cubica normale vi sono 3o* forme cubiche pas- 
santi per essa e aventi una retta doppia nella sua direttrice d. 

Ora si potrebbe comporre una tale dimostrazione imitando il ragiona- 
mento diretto del n.** 46, ma preferiamo ricorrere a una via indiretta che 
avremmo potuto seguire anche per il caso della V\, 

Se, per un momento, si suppone che la V\ in discorso realmente esista 
e sia rappresentata dal sistema delle forme cubiche passanti per una V\ ri- 
gata normale e aventi una retta doppia nella sua direttrice d, è chiaro che 
gli 00^ piani passanti per d deU'/S* rappresentativo saranno le immagini di 00" 
piani appartenenti alla FJ, e lo stesso potrà dirsi degli 00' piani contenenti 
le coniche della FJ; quindi sulla F* si avranno intanto due serie oo* di piani 
tali che per ogni punto della V\ passa un piano di ciascuna serie. 



(*) Enriques, Sui sistemi lineari, etc. (Math. Ann. Bd. 46), n.® 15. Notisi che in questo 
caso Q è il cono quadrico tangente nel punto doppio a tutte le forme cubiche passanti 
per i tre piani di K, 
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D'altra parte i piani di due couiclie qualunque della VI sono tagliati in 
due sistemi prospettivi da quelli uscenti da d, per conseguenza i piani dì 
uno almeno (queaUt restrizione non è die provvisoria, come vedremo) dei 
due sistemi di Vt tagliano coUiueamiente i piani dell'altro sistema. 

Si conclude che se la V, in discorso esiste, essa non può che coincìdere 
con una nota varietà studiata già dal prof. Sbuke e generata dai piani che 
cougiuiigotio i punti omologlii di tre piani collineari {generici di un S, o dai 
piani secondo cui si intersecano gli iS. di tre stelle proiettive di uu S, aventi 
per centri tre Sj generici. 

Poicliè si riconosce subilo elle proiettando questa FJ di Skghe sojira un 
St dair^, di una sua cubica gobba si ottiene una sua rappresentazione biu- 
nivoca in cui il sistema delle immagini delle sezioni iperpiane è un sistema ?c' 
di forme cubiche del tipo consideralo in questo numero, si conclude che 
l'ipotesi quivi fatta porla realmente a un tipo di V\ non conica a curve se- 
zioni ellittiche (*). 

49." Come è nolo, la V, di Seghe contiene due serie x;* di piani in 
coadizioni perfettamente identiche; quindi i piani di ognuna delle due serie 
punteggiano proiettivamente i piani dell'altra. 

Tenendo conto della sua rappresentazione sopra uu 6',. or ora indicata, 
si arriva incidentalmente al teorema; 

Due piani passanti per ta ilireUrìce di una rigala cubica normale sono 
tagliati dai piani delle sue coniche in due sistemi piani collineari {**}. 

50." Per esaurire la discussione del caso 6) del n." 43 vediamo diret- 
tamente se possa esistere una F; di S, che da ogni 6', sia tagliata in una Vt 
a curve sezioni ellittiche dotala di retta doppia {n.' 4U, 41, 42). 

Se esiste, poiché ogni iperpiano la taglia in una V, con retta doppia, 



<*} Una proprietà caratteristica di questa l'I b data da un teorema dimostrato nella mìa 
^ià citala Nota di Palermo. 

{•■) Non è dillicile ilixnostrare direttamente questo teorema. 

Se r è una retln d'un piano t passante per la direttrice rf di una ri|;ata cubica nor- 
male vi . da ogni punto dì r (come da ogni punto generico deii' S^ contenente la rigata) esce 
un piano che seca la rigata secondo una conica. Gli co' piani che cosi sì ottengono corri- 
spu ad ente mente agli ao' punti di r riempiono una V' , il cui ordine x sarà quello delle su- 
perficie secondo cui è tagliata da un à', generico condotto per r. Ma tale supeillcie è la ri- 
gata delle corde appoggiale ad r della cubica gobba, sezione dell'S, stesso con la V5, ed r 
è una unisecante della cubica, dunque x^=ì p quella FJT è un cono quadrieo passante evi- 
dentemente per (1, Ma allora ogni altro piano pHSwanle iier it seca i piani della Vf nei punti 
di una retta, eie. 
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essa ammetterà un piano doppio 8, e un S^ generico condotto per i la ta- 
glierà in una residua superfìcie del 4." ordine F' che si spezza in quattro 
piani. Infatti se si immagina di tagliare tutta la figura con un S,, la V\ dà 
luogo a una FJ, YS^ a un 6^ generico passante per la retta doppia della V\ 
e la F* alla residua intersezione della V\ con questo S^^q tale intersezione 
si compone appunto di quattro rette. 

Segue die, eventualmente, la considerata V\ consta di oc* piani tutti 
appoggiati secondo rette al piano doppio i; per modo che se si fa la proie- 
zione della V\ dal piano S si ottengono in corrispondenza ai suoi oc* piani 
oc- Sa uscenti da 8 e costituenti una FJ appartenente ad «Sg. Ora tale Vi è 
il risultato della proiezione di una superficie di Veronese del piano ^, e 
d'altra parte per un teorema già citato del prof, Enriques, se la V\ in di- 
scorso esiste deve essere certo situala su qualche quadrica, dunque se la FJ 
esiste essa deve essere intersezione parziale del cono VI ora nominato con 
una quadrica passante pel piano S. 

Questo ragionamento indica subito come possano esser costruite le V\ 
del tipo che si sta considerando. 

Assumiamo infatti nell'S» un piano S e una quadrica generica F? pas- 
sante per esso. La F, sarà una ({uadrica non specializzata ed ammetterà oc* S» 
passanti per S; anzi questi S^ costituendo la sua intersezione con l'S» polare 
del piano S formeranno una V\ e si potranno ottenere proiettando da 5 i 
punti di una certa conica fc% situata in un piano indipendente da 8. Ma al- 
lora si costruisca in un S-, indipendente da S e passante per fc* una super- 
ficie di Veronese che contenga questa conica: la FJ proiettante da i la su- 
perficie di Veronese taglierà la quadrica F? nella FJ proiettante fc* da 8 e 
in una resìdua V\ che conterrà oc' S^ appoggiati secondo rette al piano X 
(perchè ogni S^ per S della FJ taglia F? in S e in un piano residuo) e che 
sarà evidentemente a curve sezioni ellittiche normali. 

Gli oc* piani della V\ ora costruita si distribuiscono in una rete di V\ in- 
tersezioni degli oc'' coni quadrici della Vi con la F? fuori della V{ proiettante 
da S la conica &■, e tali V\ sono naturalmente dei coni coi vertici situati 
su S. Infatti ciascuna di esse appartiene a un Sf, come il cono quadrico 
della FJ che la contiene e non può essere una VI razionale normale, perchè 
allora non S ma una rigata quadrica vera e propria sarebbe una sua ri- 
gata direttrice d'ordine minimo. 

La rete delle coniche di una superfìcie di Veronese è autoresidua ri- 
spetto al sistema hneare delle sezioni iperpiane ed è pure omaloidica, dunque: 
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Salili V\ ora costruita In rete tlfli coni V' p niitoresidua rispetto al si- 
stema ilelie sezioni iperjmttte e 'lue Vi (Idia- rete- si tai/lìnno fuori ili H in 
un piano. 

In particolare: 

Oli S. tniigenfi alla Vi nei punti di una sua Vi stanno tutti in un ijier- 
piano, cioè in un .S, . 

La rappresentazione della V\ sopra un iS, si ottiene, naturalnieulc, proiet- 
tandola (iuir<S, X di una sua cubica gobba V, situata sopra una delle V, rbe 
chiameremo A. Ora se si chiama O il punto ove la C taglia il piano ^ e r 
il cono y, dei piani della V\ uscenti da 0. l'S, del cono P e VS, « della 
cubica C^ stanno in uno stesso iperpiann (in quello cioè die contiene rei) 
quindi gli oc' Sj che congiundrono i piani di r con « tagliano VS, rappresen- 
tativo nelle rette di una superficie cubica appartenente ad un .V,. Tale su- 
pertìcie K è la varietà base del sistema lineare delle forme cubiche immagini 
delle sezioni iperpiane della V', ed è una rigata cubica di Oayi.ky. 

Questa asserzione può giustiticarsi in tloppia manìei'a. ['nò osservarsi 
in primo luogo che gli .Si dì r e A hanno iii comune l'S, determinato dal 
piano fi e dal piano generatore comune a r e a, (piiudi » e VS^ di r hanno 
in comune una retta di tale S,, cioè una retta situata nel cono ipiadrico 
che proiella r da S. Ma la proiezione di r da « sopra l'.S', dell'S. rappresen- 
tativo, in cui questo è tagliato dall'iperpiano contpneiite r ed a. è iti sostanza 
la proiezione da « della rigata cubica normale in cui r è tagliata da un S, 
generico del suo spazio, e allora tale |)roiezÌone, poiché il punto coiutuie 
ad X e air.S", della rigala cubica trovasi su! cono quadrìco che proietta questa 
rigata dalla sua direttrice, sarà appunto una rigata di Cayley(*). 

Ma, volendo, si può anche osservare che se si chiamano, al solilo, Q e 
K la quadrica fondamentale e la varietà base nella rappresentazione della V, 
sopra un .S',, le sezioni iperpiane geuericlie di Q e K debbono esaere una 
coppia di piani e una cubica nodale situata in uno di essi e tangente al- 
l'altro nel nodo. Ma allora Q dovrà essere una coppia di 5,. K una rigata 
cubiai con la direttrice doppia nel piano comune di due S, e di più tale 
piano ilovrà toccare A' in lutti i piuiti della direttrice doppia. Ciò signitìca 
precisamente che K è una rigala di C.avi.ev. 

ól," Esauiiia la discussione per Ìl caso » = lì, facciamo l'iiiolesi che 
sia » = 7. 



(") Cfr. Bebtisi, liitrotlHsioiie, t-lr, {PÌMa/y[Kwrri, IWff). \ì>\^. ilW. 
AtmeUi di Mulemnticn, Serie 111, Tomo XV. 
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Poiché le sezioni iperpiane generiche diQ e K sono un cono ordinai io Qf 
e una conica K' situata su di esso, Q sarà un cono quadrico a tre dimen- 
sioni con una retta doppia e K un cono quadrico ordinario situato su Q 
col vertice V sulla retta doppia. Allora un iperpiano generico che passi per 
rSj congiungente V con VSi da cui si fa la proiezione taglia la F] in una Vi 
che si rappresenta sopra un S^ mediante il sistema delle superficie cubiche 7>, 
passanti per due rette, con punto doppio nella loro intersezione e con un 
assegnato cono tangente in esso; quindi in una VI conica (*) e il vertice di 
questa VI conica è il vertice del cono del quart' ordine che il detto S^ ne 
contiene. Ciò significa che addirittura la V] è un cono. 

La cosa stessa può vedersi anche altrimenti. 

Il sistema delle immagini delle sezioni iperpiane è un sistema oc* di 
forme cubiche L con quadrica base K (che è un cono) e con retta doppia d 
passante pel vertice V di K, Si trasformi quadraticamente l'S* rappresen- 
tativo in un altro, prendendo nel primo come punto fondamentale un punto O 
di d e come quadrica fondamentale K. Ad una forma L corrisponderà una 
forma L' del 6." ordine. da cui si slacca due volte l' iperpiano ^ corrispon- 
dente al punto e una volta la quadrica proiettante dal punto fondamen- 
tale 0' del secondo St la relativa quadrica fondamentale K'. Quindi il sistema 
delle L si muta in un sistema di quadriche passanti pel punto fondamentale 
0' e tangenti nel vertice di K' all' iperpiano w', poiché se si considera un 
piano generico w uscente da d, ad esso corrisponde un piano n e f ra :r e 
tt' vi é una corrispondenza quadratica tale che in -' due dei punti fonda- 
mentali vengono a coincidere col vertice di K\ e allora alla retta ulteriore 
intersezione di tc con una forma L viene a corrispondere in w' upa conica 
tangente ad w nel vertice di K'. 

Si conclude che la V[ é rappresentabile punto per punto sopra un S^ 
per modo che le sezioni iperpiane abbiano per immagini le quadriche pas- 
santi per due punti fissi A e B e con un iperpiano tangente fisso in uno di 
essi, per es. in A. Ed allora il sistema lineare di coni quadrici col vertice 
in ^ e passanti per B, sistema lineare ce**, rappresenta il sistema delle se- 
zioni della VI con gli iperpiani passanti per un punto M da cui escono oc' 
rette della V] (le rette che hanno per inunagini quelle dello spazio rappre- 
sentativo uscenti da A), cioè la V] é un cono. 

52." La dimostrazione ora compiuta conduce facilmente alla determi- 



(*) Cfr. Enriques, loc. eit. al n." 41. 



azioni ellitlirfie. 



nazione delle F; dì ^.'' specie, iti quelle F; cioè i-lic non contendono delle C 
razionali normali, o, ciò die fa lo stesso, di quelle V* dì S,„ che sono ta- 
trtiale ila un S, generico in una V, dì 2." specie. 

Ora risulta dalle ricerche del prof. Enhiijuks che iinu Vi di "1.'^ specie 
o è un cono o f" la F; di Vbkonese: quindi per dimostrare, come già 
abbiamo annunciato, che tutte le F; di 2." specie sono coni, basta far ve- 
dere che t un cono una F; dì S,„ avente per sezioni iperpìane delle Fj di 
Veronese. 

Di questo teorema possono darsi varie dimostrazioni. Puft dirsi in primo 
luogo che una V, di 6',,, a curve sezioni ellìttiche è proiettata da un suo 
punto generico in una F; di S„ che è piu'e a curve sezioni ellittiche; ma al- 
lora, come questa F; è un cono, così anche la V, è un cono. 

Oppure si può imitare un ragionamento del prof. Segre, osservando che 
le collineazioni fra i due S, rappresentativi di due Vi di Vbronkse danno 
luogo a fx:" omografie tra ì loro spazi ambienti in cui esse si corrispondono. 
Per modo che se si hanno due Vi di Vbhonese e, considerale due loro sezioni 
iperpìane, si slabitisee fra queste la corrispondenza biunivoca in cui si ri- 
llette una proiettività stabilita fra le due quadriche che ne sono te immagini, 
tale corrispondenza è contetnita in una omografia tra i due S> delle FJ in 
cui queste si corrispondono. 

Si osservi ancora che due Vi di Veronese le quali abbiano due sezioni 
iperpìane comuni coincidono, poiché un Si generico dell' S, che le contiene 
entrambe le taglia in due curve normali ellittiche dell'S." ordine con 16 punti 
comuni, ciof^ ìn due curve coincidenti. 

Posto ciò, sia F; una varietà dell' S,„ tagliata da due iperpiani generici a 
e fi in due F! di Veronese. Queste due V, hanno una loro sezione iperpiana 
(una FJ) comune, quindi resta individuata una omografia tra i loro spazi k 
e ^ in cui esse si corrispondono e in cui quella F; è unita punto per punto. 
Ma allora tale omografìa è una prospettività e le due V, stanno sopra un 
cono \V\, che coincide con hi data V, perchè ogni iperpiano taglierà questa 
e il cono in due V, di Veronese con due loro sezioni iperpìane comuni (quelle 
contenute in « e ^) (*), 



(•) 11 ragionamento di Seobe i> riporlulo in Bertlm, Inirodusirme, etc. (Pisa, .Spoeiri 19(t7t. 
pag. 3*3, ed è evidentemente estendibile a lulte le varietà aventi per sezioni iperpiitne delle 
varietà dì Veronese. Si arriva con ciò a un teorema che è caso particolare di nn altro sta- 
bilito dal sig. Tantltrri (Gioruak di Matematiche, Napoli, serie 2," voi. XIV, 1907). 
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53.^ Riassumendo la discussione precedente, abbiamo Tenunciato: 
Una Vi (n > 3) razionale ìwrmale non conica a curve sezioni ellittiche è 

a) per n = i una V\ base di un faccio di quadriche di un S^; 

b) per n == 5 una FJ di Si ; 

e) per n = 6 la V] di Skoh'k di S^ o la V\ (pure di Sn) intersezione 
parziale di nnn qnadrica e di un cono proiettante da un piano una superficie 
di Veronese (*). 

54." J.e proprietà più notevoli della FJ di S,, che indirettamente risul- 
teranno anche da un teorenia che troveremo più tardi, possono dedursi subito 
dalla sua rappresentazione. 

La rigata del quart'ordine K base del sistema di forme L rappresentanti 
le sezioni iperpiane della Fj può essere di due specie: può avere cioè una 
direttrice rettilineja o -^c* direttrici coniche (**). In ogni caso ha però un punto 
doppio improprio che è doppio anche per tutte le L, 

Per semplicità consideriamo soltanto il caso generale nel quale R con- 
tiene C5C* coniche (irriducibili) e siano a e 6 le due generatrici uscenti dal punto 
doppio 0. Le oc* corde di K rappresentano un sistema oo* di rette di F} 
tale che per ogni punto di Fj ne passano oo* costituenti un cono cubico 
appartenente ad un S^ e perciò razionale. 

Gli oo* coni cubici delle rette uscenti dai vari punti della conica (7* di FJ 
da cui si intende fatta la proiezione, hanno per immagini le cx>* cubiche 
nodali (col nodo in 0) secondo cui K è tagliata dai piani di un sistema del 
cono quadrico che la contiene (***). Inoltre essi costituiscono la totale inter- 



(*) I risultati di questo lavora furono fi^ìk annunziati in brevissimo riassunto in una 
Nota pubblicata nei Rendiconti della R, Accad, dei Liticei (gennaio 1908), ma quando pul>- 

blicaì quella Nota mi pareva di poter dimostrare che per n==^6 ogni V''* fosse un cono op- 
pure la vi di Skore e così nel teorema ivi enunciato non compare l'altro tipo di V\ che 
si trova nel teorema del testo. 

Nel senso medesimo va rettificata Tasserzione contenuta nelFultima nota a pie di pagina 
del lavoro pubblicato nei Rend. del Circolo di Palermo, citato più innanzi. Ma si vede subito 
che tale correzione non ha alcuna influenza sul teorema che da quella asserzione viene 
dedotto. 

(**) Seghe, Sulle rigate razionali, etc. (Atti della R. Accad. delle Scienze di Torino, 1884). 

(***) L'immagine di una sezione iperpiana è una forma cubica per K, D'altra parte quella 
sezione taglia la conica C da cui si fa la proiezione in due punti da ciascuno dei quali par- 
tono tre rette della sezione, quindi T immagine avrà in corrispondenza due terne di punti 
doppi diversi da sopra due cubiche piane di K, 11 che collima con un bel teorema dei 
prof. Severi (Sulle intersegioni, etc, n.° i22). 
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sezione della F; col cono qviaiirìco proietlaule dal jiìatio di V, gli S. taii- 
gpiiti iillii F; nei punti di (", dunque essi riempiono una Fj" clic lia ìti ogni 
punto ili 6" un punto triplo. 

Una iiezione iperpiana generica della FJ eontiene x' coiiiflie e per ogni 
conica della V; passano x' iperpiani, dunque la Fi ('ontieiie un sisleiria di 
coniclie fv' e per due suoi punti goneripi ne |)Kssano oc'. Ses^rue per l'osser- 
vazione precedente che le rette della VJ si distriliuiscoiio in -x.' V," con al- 
Irettiuite coniche triple nelle coniche della V';. 

5r>." Notisi prima di procedere oltre clie il hm^jo delle x" coniche 
della F; passanti per due suoi punii [generici è una quadrica. 

lufalli se si immafjiua di proiettare la FJ da un punto generico A dello 
spazio ambiente sopra un .S'„, per il punto A passano oc' corde della FJ e 
ogni St condotto per A ne contiene una, dunque queste oc' corde riempiono 
un S,, che avrà in comune con la V, una superlìcie. Ma tale superficie non 
polrìl essere die una quadrica, per conseguenza; 

La F; contiene oc' qnndriche ordinarie. Per ogni coppia ili /mn/i generici 
di F; ne passa una ed una sola. 

il fatto che gli oo'S, contenenti le quadriche di Fi riempiono semplici'- 
menle lo spazio ambiente dà luogo al teorema: 

Per ogni punto dell'S-, passano oo' S, tangenti Ueila V\: il luogo dei loro 
imnti di contatto è una conica: cosicché il sistema x,'' delle coniche di V] può 
farsi corrispondere bìunit^cavtente ai punti di un S-.. 

Adoperando una locuzione introdotta dal prof. Sevehi in una sua Me- 
moria più volte citata, questo teorema può enunciarsi dicendo che l'ultimo 
celo (w.) della V, è uguale a 2. Crediamo inutile a questo proposito intrat- 
tenerci sul calcolo degli altri due ceti : si trova facilmente w, = 10 e w, ^ 8 (•). 

Nello spazio rappresentativo le <x,' quadriche della Fi hanno per im- 
magini le quadriche che passando per tagliano K in una quartica gobba 
dotata di punto doppio e le coniche della V^ hanno per immagini delle 
coniche quadrisecanti K. ilunque: 

Se ai considera in un S, una rigata del quart' orditte vi sono 'x,' qua- 
driche ordinarie cìie la segano in qnartiche gobbe nodali; di tali quadriciie non 



(") Aiidif per la \'\ di .*!,, 
", — 8: «>,--«. Ciù sìiiriitlcii. 
non ha punti doppi impropri. 



:ii(!pìiI(I pret'i'dontetncnle, j valori dei tre ceti sono «•, = 10; 
r un li-orema del proF. Sfvbhc (loe. eit. ri." .ì). cbe l« V% 
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ne passa che una per due punti generici delVS^, hwltre il sistemu (X>' dslle 
coniche quadrisecanti la rigata è una varietà raziotiale. 

Due quadriclie secanti K in quartiche nodali hanno in totale quattro 
punti comuni. Ma di questi uno cade in 0, altri due stanno parimenti su K, 
dunque non ne resta che uno esterno a K. Ciò significa che: 

Due quadriche generiche della V\ hanno un sol punto comune. 

Se A e B sono due punti generici della FJ, la quadrica che passa per A 
e B mostra che vi sono due rette di Fj per A che si appoggiano a due rette 
delia FJ passanti per 5; e si potrebbe vedere che queste sono le sole rette 
incidenti della FJ uscenti da ^ e ^ rispettivamente, dunque: 

I coni cubici riempiti dalle rette che escotio dai punti della F; si tagliano 
a due a due in due punti. 

56.^ I coni cubici delle rette di Fj uscenti dai punti di una sua retta a 
riempiono una V^ che ha per immagine nello spazio rappresentativo la Fa 
delle corde di K appoggiate a una sua corda generica. Ma questa è una FJ 
passante per iv, dunque quella è una Vi sezione di V\ con un iperpiano 
ad essa tangente (si riconosce subito) in tutti i punti di a. 

57.^ 1 piani dello spazio rappresentativo che contengono le ^ coniche 
di K sono, come è chiaro, immagini di (X)* piani della Fj, poiché ogni retta 
di uno qualunque di essi, essendo corda di K, è immagine di una retta di Fj. 

Ora si consideri la rigata razionale normale Vi di S^ da cui K si può 
immaginare ottenuta mediante proiezione da un punto esterno P. 1 piani 
delle coniche di Vt sono i piani secondo cui si intersecano gh iperpianì cor- 
rispondenti di due fasci proiettivi aventi per assi gli S^ di due coppie di 
generatrici della F*, quindi il loro luogo è una VI razionale normale con <x>* 
rigate quadriche direttrici i cui S^, riempiono semplicemente lo spazio ambiente. 

Ne segue che il luogo degli oo* piani contenenti le coniche di JK'è una FJ, 
avente un piano direttore doppio nella proiezione della quadrica direttrice 
della V\ razionale suddetta, che è contenuta in un S, passante per P. Poi 
siccome questo S^ taglia la FJ in una linea e perciò in una cubica gobba 
una cui corda passa per P, si conclude che il piano direttore doppio della FJ 
contenente i piani di Z è il piano delle due generatrici di K uscenti dal 
punto doppio improprio. Sopra un tal piano, infine, i piani delle coniche 
di K tagliano le tangenti di una conica. 

Dalle cose dette segue subito che: 

Gli oo* piani della V\ costituiscono una sezioU'C iperpiana e quindi il 
loro luogo è una V i razionale (normale in un S-J con un piano direttore 
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fiappio ^ mi cui i/li filtri pìfin't ttegnano le liiifn-iili ili inni coniai, cÌop t'ijier- 
piano contenente quelita F; tocca l^n V] i>i tutti i punti di S. 

58." Sulla V', di S, studiata dal prof. SeuheI*) crediamo inutile tratte- 
nerci minutamente. Ricorderemo soltanto clie ewaa |)uò ra iipreseiitarsi senza 
eccezioni sulla varietà delle coppie di |)unti di due piani, e allora poiché la Vi 
fii S, con due sistemi rii rette A. ^ ^' Pi'ò sempre ripnardar.si come una se- 
zione iperpiana di una tale V'„ tsi avrà che: 

/jrt Vi di S-, (a curve sezioni ellittiche) con ilue sistetui di rette si può 
rainiresenlare biunioocamente aenza eccezioni nulla varietà delle coppie di punti 
coniugati in due aistemi piani reciproci. 

Così una V' di S, a curve sezioni ellitlìche 8Ì può sempre considerare 
come la sezione di una V, di Seohk eseguila con un certo S,, dunque: 

La F; di S, a ciirne sezioni ellittiche si ]niò riferire biunìDocamente seiua 
eccezioni alla vnrieià delle coppie di pìtnti omologhi in due piani riferiti qua- 
draticamente. 

E nolo inoltre che gli 5, contenenti le VI razionali noni ali delle V', 
oppure gli S, che ne contengono le quadriche, o infine gli .9. tangenti alla 
V' hanno per luogo una V' di cui la V'I b da considerarsi come vaiietà 
iloppia. dunque: 

Il luogo degli 5. contenenti le rigale cubiche normali di una Vi di S, (a 
curve sezioni ellittiche) con due sistemi di rette A e M, oppure il luogo degli 
S, che ne contengono le -v* coniche, o infine il luogo degli S, tangenti è tma 
V't, per la quale è doppio ogni punto della VI. 

Questa FU può definirsi, volendo, come la forma riempita dalle corde 
della Vi (al pari della F? rispetto alla Vi), e quindi le corde della V; 
Hon riempionn lo sjiazio amliiente, ossia essa e priva di punii doppi ap- 
parenti. 

Alcune considerazioni che qni non riporto perchè non mi è ancora riu- 
scito di presentarle in maniera compiuta, mi fan pensare che le F, di S, (r^ 7) 
le cui corde non riempiorui una F, rientrano fra le F„ a spazi tangenti mu- 
tuamente secantisi: se ciò fosse il teorema che ho dimostrato nella Nota di 
Paleiino già citata, diirehbe una nuova proprietà caratteristica di alcune 
(Ielle Fj a curve sezioni ellittiche. Qui mi hmiterò a far notare che il luogo 
delle conle della Vi con una retta doppia è la VI proiettante dalla retta 
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doppia la M] contenente le corde di una superficie di Veronese, e il luogo 
delle corde della Vi di Veronese è una Fj*(*). 

59.*^ Prima di lasciare questo argomento delle V^ a curve sezioni ellit- 
tiche, osserveremo che esse danno per proiezione da loro punti delle note- 
voli forme cubiche di Sj. 

La F; di Si proiettata da due suoi punti generici A e B sopra un S,, 
dà luogo a una V] con due Sa a e p immagini dei punti della V\ infinita- 
mente vicini ad ^ e iS, e la quadrica della V ] che passa per A e B dk luogo 
a una retta l (intersezione di a e P) doppia per la V\. 

I due sistemi oo* di quadriche di Fj passanti per A o B, rispettivamente, 
danno luogo a due sistemi ex* di piani appoggiati secondo rette ad a o fi 
rispettivamente, tali che per ogni punto della FI passa un solo piano di 
ognuno dei due sistemi. 

Due piani dello stesso sistema non hanno in generale punti comuni, in- 
vece due piani di sistemi differenti hanno sempre un punto comune. 

Chiameremo piani del sistema [a] quelli che tagliano a in rette e piani 
del sistema [PJ i rimanenti. 

I coni cubici delle rette della Vi uscenti da -4 e 5 si proiettano in due 
cubiche gobbe fej^ e ft* situate in a e fi rispettivamente, le quali hanno due 
punti comuni su l, come i coni obbiettivi hanno due punti comuni sulla qua- 
drica passante per A e B. 

Un iperpiano che passi per VS^ tangente in un punto A alla Fj e poi 
passi per un altro punto X della V\ contiene la quadrica della Fi che passa 
per AedX poiché ne contiene il punto X e due rette per Ay dunque la se- 
zione iperpiana della V\ ad essa corrispondente è riempita da oo' quadriche 
passanti tutte per A, 

Ne segue che se si considerano gli iperpiani passanti per B e per VSt 
tangente alla V\ nel punto A, essi tagliano la V] in Fi per B con un punto 
doppio in A che si proiettano in coni quadrici della FJ: precisamente in coni 
quadrici formati dai piani del sistema [a]. Uno di questi coni quadrici sarà 
la residua intersezione della FI con un iperpiano (S*) del suo spazio pas- 
sante per a: quindi esso conterrà un piano di p e avrà il vertice su p. 

Anzi, se si osserva che un iperpiano passante per B e per VS^ tangente 
alla V\ in A contiene tre rette della V] uscenti da JB, dì cui due si appog- 



(*) L'ordine di questa V, può calcolarsi mediante le formule date dal prof. Seqre nella 
Nota citata al n.** 9. I piani trisecanti della Vl riempiono poi una Vi, 
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giano al cono cubico delle rette uscenti da J. mentre la leixa ni appoggia 
in un punto a ciascuna delle i»' quadricho costituenti la sezione della F"; col 
considerato ìperpiano, si conclude che yli -ac' coni (piadrici ora considerati 
hanno i loro vertici sulla cubica fej, 

Nello slesso modo sì dimostra die k^„ è il luogo dei vertici ilei cniii f]ua- 
drici intei-sezioni residue della VI con gli iperpiarii passanti per Ji, e dopo 
ciò è chiaro die K e AJ sono linee doppie della V',. 

Notisi che i piani di [kJ tiigliano k nelle corde di Jt^ e i |)iani di jfi| ta- 
gliano p nelle corde di tj, quindi gli 6", che |»roiettano, per es., i piani 
di [«] da due piani di [p] descrivono intorno a qnesti due piani line stelle 
proiettive. 

Questo dimostra die la V; di cui qui si parla è caso |)nrlici>lare ilella 
VI studiata dal prof. Vkskhoni (*) e generabile mediante stelle di iper- 
piani proiettive. La sestica ellillica die nel caso generale costituisce il 
solo luogo di punti doppi della V' si spezza (|ni nello due cnhiche gobbe 

611." Molto più notevole e la l'; di ^'^ die si ottiene [intietlando da 
tre suoi punti generici A,, A,. A, la V'' di Seohe. 

Come già si è detto, questa K; contiene due sistemi :x' di piani e te- 
nendo conto, per es.. della sua rappresentazione" sulla varietà flelle coppie 
di punti di due piani, si vede subito che essa contiene ^' quadridie ordi- 
narie e Od" superlicie di Veronesc per modo che per due suoi [lunti ge- 
nerici passa umi (piadrrca e per quattro punii generici una superficie di 
Vbronkse. 

Allora i sei piani di Vi uscenti da .1,, .4j. .1, e le tre f|uadrichc pas- 
santi per (A,, J,), lAt, ^,) e (A^, A,) hanno per immagini nove rette 
doppie della V;, e inoltre, ì due sistemi di piani della V*. le Ire reti di 
quadriche passanti per ^1,, A,, A^ rispettivamente e la rete di superlicie 
di Veronese passanti per A, A, A, danno luogo a sei sistemi ce' di piani 
della 7;, i piani di ciascun sistema appoggiandosi in punti a tre di quelle 
nove rette. 

La V^ contiene nove S, congiungenti le nove coppie di rette sghembe 
che possono formarsi con le nove rette doppie, etc, etc, eie. 

Questo basta per riconoscere che la V] a cui si perviene è quella slu- 

(•) latwno ad un fimciii di vurM'i cubiche dello apasio a cinque flìmensiinii (Rimilic. del 
R. tsl. Lombarii.) di scieiizt e leUere. Borii' II, t. XXXVIII, IWB). 

Annali di MaUmatica, Serie III. Tomo XV. 35 
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diala già dai prof. Perazzo (*) in una sua Nota del 1901 e della quale 
pertanto potrebbe rifarsi con tutta facilità la teoria partendo dalla V\ di 
Segrb (**). 



§ IV. 



Le altre varietà a curve sezioni ellittiche. 

61.^ La discussione fatta per le varietà a quattro dimensioni dimostra 
già che una VJ di iS^-f.^,, non conica per fc>4 non può avere che l'ordine 
n = 5, 6 (***) ; ma è facile vedere che anche per » = 6 e ft > 4 le FJ si ridu- 
cono a coni. Sia (poiché basta limitarsi al caso di fc = 5) V\ una varietà a 
curve sezioni ellittiche di S^. La sua sezione iperpiana generica sarà: 

a) una V\ di Segre, oppure 

6) una V\ con piano doppio, situata sopra una y\ proiettante da un 
piano una superficie di Veronese; 

e non saranno possibili altri casi se non si vuol supporre fin dal prin- 
cipio che Vi sia un cono. 

Nell'ipotesi a) la V\ sarà rappresentabile punto per punto sopra un S, 
e le sezioni iperpiane avranno per immagini le forme cubiche di un sistema 
lineare cx>' passanti per una varietà K del 3.^ ordine e a tre dimensioni si- 
tuata sopra una quadrica Q, Di più le sezioni iperpiane generiche di JT e 
di Q dovranno essere una rigata cubica normale e il cono quadrìco a tre 
dimensioni con retta doppia che la proietta dalla sua direttrice. Ma allora Q 
dovrà avere un piano doppio w e Z dovrà essere il luogo di ex* piani ap- 



(*) Sopra una forma cubica con nove rette doppie, eie. (Atti della R. Accad. delle Scienze 
di Torino, 1901). 

(**) Sulle forme cubiche deir/S4 cui danno luogo per proiezioni le V, a curve sezioni el- 
littiche non giova fermarsi dopo la nota ed esauriente trattazione del prof. Segre. Pure non 

sarà fuor di luogo notare incidentalmente come lo studio della Vi di S^ con 10 punti doppi 
diventi rapidissimo quando si consideri la Vl come proiezione da cinque suoi punti gene- 
rici della vi (di S^) di Veronese. 

(***) Infatti per n>6 ogni sua sezione con un «Sw+if è una Vj normale a curve sezioni el- 
littiche e tale V? per n>6 è un cono. 
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poggiati ad w spcondo rette. D'altra parte una V; fli iV, riempita ila ce' piani, 
che non sia la V, razionale normale (e A' non sarà una tale V] perchè ha 
un piano direttore) non può essere t-lie un cono proiettante da un certo 
punto una rigata cubica normale, quindi A' coinciderii con un t<il cono e Q 
sarà la quadrica con piano doppio che lo proietta dal suo piano diretloic. 

Ciò posto si consideri in un S, una W. ottenuta proiettando da un 
punto V una V, di Skcìhk e presa una sua qualunque cubica gobba C" si 
inimagini di proiettarla dallo spazio di questa (" sopra un S^. 

Da un punto della C escono due Ss della Wl, cosicché variando il 
punto su C, si hanno due serie oc' di S,, Ìl luogo dell'una (•) essendo una 
V; conica col vertice V proiettante da V una V, razionale normale di un 5^, 
il luogo dell'altra essendo una V, conica proiettante da V urta F; razionale 
normale (luogo di oc' piani) di un S,. Segue allora che l'immagine della 
V] nell'Ss su cui si fa la proiezione sarà un piano passante per l'immagine 

V di V", poiché la V, sta in un Si passante per 6", e clie l'immagine della 
V, è una V! contea col vertice in V, ogni S, della V; avendo per imma- 
gine un S, della V\, poiché sta con la C in un S,. Ma allora il sistema 
delle forme cubiche rappresentante le sezioni iperpiane di Wl è un sistema 
riducìbile per trasformazione omografica al sistema di l'orme cubiche della 

VI prima considerata, dunque Vi è un cono al pari di Wl. 

Nell'ipotesi 6) la Vt dovendo esser tagliata da ogni iperpiano in una VI 
con un piano doppio, dovrà possedere un S, dojipio S; e dovendo esser ta- 
t;liata (si vede subilo) da ogni S^ per ó in quattro S,, si comporrà di oo' 
5, appoggiati a S secondo piani. Di più gli oc' St proiettanti da 8 questi 
<»' Si saranno gli S, proiettanti da S i punti di una certa superfìcie di 
Vebonese. 

Ognuno degli ce' coni quadrici proiettanti da & le coniche di questa su- 
perficie conterrà della Vi una V, che, dovendo esser tagliata da ogni iper- 
piano in una Vi contea, sarà una V' ottenuta proiettando da una certa retta 
una rigata cubica normale, dunque avremo in 8 oo' piani, tracce su B degli 
xi' S, della VI, e oo' retle, vertici della oc'' V\ corrispondenti alle oo' coniche 
della superficie di Veronese. Poiché ogni S, delia VI fa parie di oc' V', cor- 



(•) Da un ttorciiiu (timoslrato precedentomcnte (n.* 29) segue che una V' di Se<:bb i-on- 
ticne due sistemi oo" di cubiche gobbe e clie i piani della V' uscenti dai punti di una sua 
cubica gobba riempiono duo F,, distinte, razionali normali, la prima dell'ordine 3, la se- 
conda dell'ordine 6. 
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rispondentemente al fatto che per ogni punto di una superfìcie di Veronese 
passano oo* coniche, conckidiamo che quelle oo* rette di S formano una con- 
gruenza con oo^ piani singolari, cioè una stella ordinaria di centro F. Ma 
allora la Vi è un cono di vertice 7, e. d. d. 

62." Per dimostrare invece l'esistenza di VI (appartenenti a spazi a 8 
dimensioni) e VI (appartenenti a spazi a 9 dimensioni) a curve sezioni el- 
littiche non coniche, ammettiamo provvisoriamente che una Vi esista e stu- 
diamone le proprietà della rappresentazione sopra un iS^. 

La rappresentazione sarà ottenuta mediante proiezione dal piano di una 
conica della VI: le immagini delle sezioni iperpiane saranno forme cubiche 
con una FJ base, luogo di oo' S,, dotata di un piano doppio S (poiché ogni 
S^ deirSfi deve tagliarla in una FJ con un punto doppio improprio), e il 
resto degli iperpiani dell' iSe rappresentativo rispetto al sistema di queste 
forme cubiche sarà il cono quadrico proiettante da S la FJ. 

La Fi, essendo costituita da oc' S^^ potrà considerarsi come proiezione 
di una W\ razionale normale di S-; da un punto esterno 0. Considerando 
la W\ come rappresentata, nel modo indicato dal prof. Segre, sopra la va- 
rietà delle coppie di punti di una retta, r, e di un Sn , «, si vede subito che 
essa contiene oo* quadriche ordinarie, ognuna di esse essendo rappresentata 
dalle coppie di punti di r e di una retta di a, e si vede anche che per ogni 
coppia di punti della W\ di queste quadriche non ne passa che una sola. 
Gli iSs di queste oo* quadriche riempiono semplicemente VS^ della IFj, quindi 
la FJ essendo ottenuta dalla W* per proiezione da conterrà (come appunto 
si voleva) un piano doppio S e oo* quadriche ordinarie. 

Ora è chiaro che gli Sa dell'Sc rappresentativo contenenti le quadriche 
di V\ (in particolare, uscenti da X) rappresentano S^ della FJ e poiché gli iS, 
uscenti da S tagliano su quattro aS^ contenenti quattro quadriche generiche 
della FJ quattro spazi omografici, anzi prospettivi, si conclude che gli oo* iS, 
della VI aventi per immagini gli oo* S» dello spazio rappresentativo uscenti 
da S, formano sulla Vi un sistema ^ che si può immaginare come generato 
congiungendo i punti omologhi di certi quattro S^ proiettivi, aventi (come 
le loro immagini) due a due un punto comune e in esso un punto unito. 

Arrivati a questo punto si potrebbe dimostrare l'esistenza della FJ fa- 
cendo vedere che si possono costruire in un aS» quattro S^ proiettivi così 
che gli Si congiungenti i punti omologhi generino una FJ, ma si può evitare 
ogni ulteriore ragionamento osservando che una FJ del tipo di quella che 
andiamo cercando (e tutte queste FJ sono proiettivamente identiche) è for- 
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nilii -senz'altro dalla VI tU S., che rappresenta nella nota iiianieni la varietà 
(Ielle rette di uno spazio a quatti'o dimensioni. 

Allora non solo resta dimostrala l'esistenza (ielle VI di S, e delle 1"; 
di S,. ma si vede anche la ragione intima rli alcune proprietii proiettive giù 
esaminate delle V; di S, e della F; di S-. e si ha una via semplice per lo 
slndio della Vi di S, e delia y; di S, (*). 

Cosi per es. la 1^; di iS, potrìi rappresentarsi sulla varietà delle rette di 
un complesso lineare di S,, rpiindt conterrà un 6'., e r\j' Sj appotrgiati a 
cjuesto in punti, etc, etc. 

Si osservi ancora come dalle cose "dette qui intorno alla rappresenta- 
zione della V";, della Vi e della F; sopra un S,, un Sj o un S, « da ipielle 
stabilite dai proff. Enhiqles e Del Pezzo intorno alla rappresentazione delle 
Vi e Vi sopra un Si o un S,. risultino delle notevoli rappresentazioni : 

a) della varietà delle rette di un S, sopra i jmnli di un 5, ; 

b) delle rette di un complesso lineare di un S. sopra i punti di imS^; 
e) delle rette comuni a due, tre o quattro complessi lineari di un St 

aopra i punti di un S,, di un Si o di un 5, . 

Nel i." caso, le immagini dei vari complessi lineari dell'S, , in tutti gli altri, 

le immagini delle intersezioni della varietà considerata con i vari complessi 

lineari dell'S, sono costituite da forme cubiche a 5, 4, 3, 2 e 1 dimensioni. 

f'ìV Dimostriamo ora che ])er k>G anche le Vi di S^^, si riducono 

a coni, e per questo basta limitarsi al caso in cui A: = 7. 

Supponiamo per un momento che V? sia una varietà a curve sezioni 
ellittiche di S,„ e facciamone la proiezione sopra un S-, dal piano di una sua 
conica qualunque. La proiezione risulterà biunivoca e la varietà base del 
sistema oo" delle forme cubiche immagini delle sezioni jperpiane dovrà es- 
sere una V; riempita da x>' 5. . Ora se si indicano con m', m', m", ni" gli 
ordini delle l'i, V,, F,, V, direttrici minime che tagliano in Si,, S,, S, o 5, 
gli S, generatori di una W; razionale normale di cui questa Vi sia (eventual- 
mente) proiezione, deve avei-si iH'^Ht' — m'^m™ — ni~-^i — hì" (•*) e d'altra 
parte t impossibile soddisfare a queste disuguaglianze con numeri interi. 



<■) lu particolare si potranno scrivere le equazioni delle Vt(k = 6, 5, 4, 3, 4) di S^+a: 
esse si otterranno In ogni caso ponendo cinque equazioni quadratiche fnt le coordinHte 
correnti. 

(") Bellatalla, Sitile varietù rmi-mitU normitli. etc. (AILÌ della R. Accdd. delle SL-ienze 
di Torino. Voi. XXXVI. 1901). 
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dunque la Vi è necessariamente un cono, e allora segue nel solito modo che 
anche la 1^, è un cono ottenuto proiettando da un punto una VI di S^. 

64.^ Riassumendo le ricerche qui compiute possiamo dire : 
Una Vi a curve sezioni ellittiche o è una oo* ellittica di iS^.., o, se m>3, 
è razionale. In quest'ultimo caso o è un cono o è proiezione di una Wl nor 
viale non conica di uno spazio a n -}-k — 2 dimensioni. 

Le Wl razionali normali non coniche di S„^i.^^ si riducono poi per fe > 3 
{ed n>3): 

a) alle Vi basi dei fasci di quadriche di un Sk^.oj 

6) alla Vi di S» che rappresenta nel solito modo la varietà delle rette 
di un S4, e alle Vi {di S») e V\ {di S^) che si ottengono da essa tagliandola 
mediante spazi a 8 7 dimensionij 

e) alla y; {di S») del prof. Segre e alla VJ {di S9) intersezione residua 
di un cono Vi proiettante da un piaìw unu superficie di Veronese e di una 
quadrica che passa pel vertice di VI ed ha comutie con esso uno dei suoi oc» 
coni quadrici a quattro dimensioni, 

65.^ Tenendo presente la rappresentazione della VI di S, sopra le rette 
di un S^ si vede subito che essa contiene 00* S^^ gli oc* S, uscenti da un 
punto qualunque costituendo una V\ proiettante da quel punto una V\ ra- 
zionale normale: tali S^ infatti non sono altra cosa che le varietà della V\ 
corrispondenti alle rette deirs^ uscenti dai vari suoi punti. 

Sulla Vi si hanno ancora 00* quadriche a quattro dimensioni, per due 
punti generici della VI passandone una sola; esse corrispondono agli 00^ 
spazi (ordinari) rigati dell'S^ e quindi si tagliano a due a due in piani. 

Le due V\ costituite dagli S^ che escono da due punti A e B delia V\ 
si tagliano in una V\: la quadrica V\ passante per A qì B contiene due sì- 
stemi 00* di S^ passanti per A e due tali sistemi per B; dei due sistemi 
per A (o per B) uno è formato di Sj situati negli S^ per A (o per B), Faltro 
di Ss direttori della V\ da essi costituita; inoltre tale quadrica V\ contiene 
la V\ secondo cui si taghano le due V\. 

Infine si vede facilmente che un iperpiano il quale passi per VS^ tan- 
gente in A alla VI e poi per un punto X della varietà stessa, contiene la 
quadrica V\ passante per A e per X perchè ne contiene una V\ ed un punto : 
dunque una sezione della VI con un iperpiano tangente è composta di 00* V\. 
Ciò che del resto è immediato se si pon mente air5'4 rappresentativo. 

66." Ora supponiamo di proiettare la Vi di S^ da due suoi punti A 
e B sopra un 5, . Si avrà una Vi con due Sr, , che rappresenteranno i punti 
della Vi infinitamente vicini ad -4 e B e che chiameremo a e p. 
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La quadrica (a quattro dimensioni) della VI che passa per A e B, stando 
in un Si per ^ e B, si proietta nell'Ss X comune ad a e p, e si riconosce 
subito che ogni punto di X è doppio per la VJ. 

Le (X)* F5 per ^ danno luogo a oo' S^ della VI costituenti un sistema [a]; 
così si hanno altri oo' S^ costituenti un sistema [P]. 

Gli Si di [a] si appoggiano ad a secondo S^, e così quelli di [P] a p. 

Due 1S4 di uno stesso sistema si tagliano secondo una retta: due S^ di 
sistemi diversi si tagliano in un piano. 

Le due V] di Vi uscenti dai punti A e B danno luogo a due VI razio- 
nali normali situate in a e p; e come le due FJ hanno comune una V?, sulla 
V] per A e B, così le due VI in x e p, che chiameremo Kl e i^J, hanno 
comune una VI suU'Sa X. 

Una sezione iperpiana con punto doppio in A si proietta in una qua- 
drica contenente 00* S^ residua intersezione della VI con un iperpiano (iS«) 
del suo spazio passante per a; tale quadrica FJ, contenendo 00^ S^, ha un 
piano doppio situato in p, anzi su A" J . E lo stesso può ripetersi per il punto B. 

Ne segue che la Fj, oltre lo spazio doppio \ ha anche due VI doppie, 
Kl e ATJ, le quali si tagliano su X in una quadrica ordinaria; gli S^ di [a] 
tagliano p nei piani di AJ e a negli aS, contenenti le quadriche (ordinarie) 
di Kl, e analogamente per gli S^ di [p], etc, etc. 

Tutto ciò dimostra che la VI in discorso è caso particolare della VI che 
si ottiene in un S^ come luogo degli S^ secondo cui si tagliano gli iperpiani 
omologhi di tre stelle proiettive aventi per centri tre S^ . 

Tale VI contiene due sistemi 00' di S^ e ha una VI doppia a curve se- 
zioni ellittiche con due sistemi di rette; quindi essa non è altra cosa che 
la varietà delle corde di questa Vi (n." 58). 

Il suo studio, allora, è implicitamente contenuto in quello della V^ con- 
tenente le corde di una V; del Segre, forma cubica che dà per sezione con 
un iSft la forma studiata dal prof. Veneroxi nel lavoro che già abbiamo avuto 
occasione di citare. 

Notisi che se si volesse considerare la forma cubica generata da tre 
stelle proiettive di iperpiani di un S^ aventi per centri tre Se (e lo stesso 
dicasi per spazi di dimensione più elevata) questa non presenterebbe più 
alcun interesse, perchè si ridurrebbe ad un cono; ad un cono, cioè, proiet- 
tante dal punto comune ai tre iS« una F? di Seore. 

Palermo, mai-zo 1908. 
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étant aussi petite qu*on le veut, il est, en vertu de la convergence uniforme 
de la sèrie 2 1 /, (05) — f^^^ {x) \ , possible de déterminer un positif entìer N^ , 
de sorte que pour n > iVi , tandis que p désigne un positif entier quelconque, 
nous aurons constamment quand x parcourt l'ensemble K 



TI / \ I f=>— 1 1 



G.t. (4) 



Posons ensuite généralemenl 



FAx)= ^ \f^{x)-U,{x)^ = U{x)-U{x), 

la convergence uniforme de y-\f, {x) — Z'.^., (a?) | ne monlrera seulement que 

lim F. {x) = U {x) — lim f, {x) 



11 =0 naoo 



est une fonction finie et déterminée, quand x parcourt l'ensemble K^ mais 
de plus que nous aurons pour w^iVj, tandis que p est un positif entier 

quelconque 

I F^^{x)-F^ {x)\ = \ f^,^(x)-U{x)\<z. (5) 

Or, nous avons identiquement 
S,^ f^^, {x) -" S.+, /:+! (x) = (S,+^ — S„^,) f^^, {x^ + S,+, if,^ (x) — f^, (x)\ ; 

soit ensuite Gj une telle quantité positive et finie que nous aurons constam- 
ment Gi>\f^{x)\ pour toutes les valeurs de m, quand x parcourt l'en- 
semble Ky il est possible de déterminer un positif entier JV,, tei que nous 
aurons pour h^ìV,, 

I S^^, f.^, {x) - S.+. (x) f^^, (x) i< (G + GO e, (6) 

où p désigne un positif entier quelconque, tandis que x appartient à l'en- 
semble K. 

Cela pose, désignons par N le plus grand des nombres N^ et iV, , nous 
aurons finalement, en vertu de (2), (4) et (6), pour n>A', 



Ì2.^I<(2G + G.)6; (7) 

c'est-à-dire que la sèrie 2 a„ f„ {x) est uniforraèment convergente dans l'en- 
semble K. 



d'une clctsse de séries infinies. 
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Il est évident que l'inégalité (7) garde sa validité encore, si l'on suppose 
la sèrie 2a„ oscillante entre des liinites finies, tandis que la suite (1) satis- 
fasse à la condition ultérieure 



lim f^ (x) = 0. 



(8) 



NmOO 



Le théorème que nous venons de démontrer est évidemment une gène- 
ralisation de celui donne par P. du Bois Reymond et Dedekind. 



Gomme première application considérons la sèrie de Dirichlet 

Aj Aj Aj A^ 



(9) 



où les coefficients c^ sont des nombres quelconques indèpendants de a?, tandis 
que la suite illimitèe des nombres positifs 

doit satisfaire aux deux conditions suivantes 

K^i > K j lim x^ = + (x>. 



Pour ètudier la sèrie (9) dèsignons par p un nombre fini tei que la 
sèrie 2)(p) est convergente; posons ensuite 

X — p = a4-ip, a>0 



a. = 



M 



fn («) — ^ — ^^^ » 



nous aurons évidemment 



/: {X) - U, jx) _ X;:"-^/> - Xffr^/> 



^i»" ^»4-i 



Kt ^~ ^f-i 



posons encore 8 = log X^^» — log X„ >► 0, nous aurons 



f^{x)-U,{x)\_\e^--e'^ 



^ ^i»-*-! 



e*»-! 



1 + 



1 — e-*^ 

e*» — 1 
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ce qui doniiera, sans peine 









iàa 



1 



= 1 + 



sìn-A-ap 


• 


2a 


■l-«p 



e^ — ì 



Or, S et a etani positifs et (i réel, nous aurons 



sin 2" ^ P 



2 



«PI, aS<e«* — 1, 



d'où fìnalement 



f, (x) - U, {x) ; < ^1 + ^j (>-« - X-« ) ; 



(10) 



cette inégalité et la démonstration précédente sont dues à M. Jensen. 

Gonsidérons maintenant l'ensemble K des nombres finis complexes x 
telles que pour 

a? — p = a + i p, 

il doit étre possible de déterminer une quantité positive finie G, telle que 
nous aurons constaminent \^\<G et une quantité positive g^ telle que « > flr. 
Cela pose, nous aurons en vertu de (10) 

Y^ I f.,r (X) - U.,, (X) < [l + ^j (V^a - >- ), 



d'où avec plus forte raison 




i /:^, (x) — f„^^, {x)\<\l + 



2pj "+*' 



(11) 



c'est-à-dire que la sèrie i^ \ f„ (x) — /„_^, (x) \ est uniformément convergente 
dans l'ensemble K 

Supposons ensuite non convergente la sèrie D(p^, puis mettons 
X — p = a + i p, a <; 0, il est évident que la sèrie D (x) ne peut jamais con- 
verger; c'est-à-dire que nous avons démontré ce thèorème: 

IL Le champ de convergence d'une sèrie de Dirighlet est Vensenible des 
valeurs de x qui satisfont aux conditions \x\<G et iJ (a?) >> X. Supposons 
\x\^G et i2 (oj) > X 4- S, 5 désignant une quantité positive arbitrairement 
petite mais assignable, la sèrie D (x) est toujours unifomiéìnent convergente et 
sa somme représente par conséquent une fonction aì^alytique de x. 
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La détermination du champ de coiivergence de D{x) apparlient à 
M. Jensen, tandis que la démonstration de runiformité de la convergence 
semble étre nouvelle. 



Cornine seconde application considérons la serie de factorielles 



^ ^ ^^ x{x + i)...{x + n) 

où les coefficients c^ doivent étre indépendants de x; nous définissons cornine 
champ de convergence de O {x) le domaine, où cette autre sèrie 

Cìix) ^ "S» nlc^ 

r{x) ^r{x + n+\) 
est convergente. 

Désignons ensuite par p un nombre fini, tei que la sèrie n (p) est con- 
vergente, puis mettons 

___nj_c^j___ . p(p + l)...(p + n) 

nous aurons 

f (^\ — f M — \ __ p(p + l)...(p + n) 

h W /«+! W - ^ ^^_-p^ • (^..^ I) (a; + 2) . . . (a? + n+ 1) 

où bien, en introduisant la fonction 

^■(^)= x(«.+i)...(x+»-i) ' L^ ^" ("«) = ^ (*)' 

cette autre expression 
Posons maintenant 

X — p = a + fp, a>flr>0, 

la formule (13) donnera 
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où \A^\<G<C.oo pour toutes les valeurs de n : c'est-à-dire que nous avons 
démontré cet autre théorème : 

III. Le cìmmp de convergence d'une sèrie de factoridles est V ensemble des 
valeurs de x qui satisfont à la condition i2 (a?) > X ; supposons R{x)>\-\-ij 
la sèrie O (x) est uniformément convergente (à Vexception naturélleiìient des 
points x = Oy — 1, — 2,... situés peut4tre dans le chainp susdit), et sa soìnme 
représente par coìisèquent une foìiction analytique de x. 

Le champ de convergence de n (x) ou bien d'une sèrie beaucoup plus 
generale encore a été indiqué par M. Jensrn et démontré par M. Landau; 
la démonstration de l'uniformité de la convergence semble étre nouvelle. 

Par le inéme procède on peut traiter la sèrie de coefficients binomiaux 

Bw-Jc. (';'). (lo) 

où les coeflfìcients c„ sont ìndèpendants de x; nous trouvons ici ce théorème 
analogue à III : 

IV. Le champ de convergence d'une sèrie de coefficients binomiaux est 
V ensemble des valeurs de x qui satisfont aux conditions \x\<0 et R{x)>'k. 
Supposons \x\<G et JS (a?) > ^ + S, la sèrie B {x) est uniformément conver- 
gente et sa somme représente par consèquent une fonction analytique de x. 

Le champ de convergence de B (x) ou bien d'une sèrie plus generale a 
été indiqué par M. Jensen et démontré par M. Landau; la démonstration de 
l'uniformité de la convergence semble étre nouvelle. 



Revenons maintenant à la sèrie de Dirichlet (9), où nous supposons 
Xi = 1, savoir la sèrie 

i)(x) = a.-i-^i- + ?^ + ...+^ + .-. (16) 

Aj A, A,, 

que nous supposons convergente, pourvu que la partie réelle de x soit plus 
grande que p. Introduisons ensuite la fonction discontinue f{t) de la variable 
réelle t, dèfinie de sorte que pour 
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nous aurons constamment 

f{t) = ^^ = a, + «2 + a^ H h «H , 

nous trouvons immédiatement 

jV«)<-.,= ±.(||-Aj. „;, 



En premier lieu supposons p>0, puis choisissons la partie réelle de x 
plus grande que p, nous aurons 









d'où en vertu du théorème I 



limA=o. (18) 



En second lieu supposons p<0, de sorte que la sèrie 2a^ est conver- 
gente; il est évident que la formule (18) garde sa validité dans ce cas aussi, 
pourvu que la partie réelle de x soit positive; c'est-à-dire que nous avons 
démontré le théorème suivant, qui n*est certainement pas nouveau: 

V. Supposons convergente, pourvu que la partie réelle de x soit plus 
grande que p, la sèrie de Dirichlet (16), nous aurons la formule intégrale 

1 

^ = \f{t)ir^di, (19) 

d 

valaòle pour les valeurs finies de x, dont la partie réelle est à la fois positive 
et plus grande que p. 

Posons maintenant dans (19) aj + a au lieu de a;, nous aurons 



B{pc_-\^ a) 

x + 



-^1= (>(<)<- (l-(l-Oy"d<; (20) 



appliquons ensuite la formule binomiale, la sèrie infinie ainsi obtenue 
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est certaineiiient iiitégrable terme à terme dans l'intervalle S<<< 1, où J dé- 
signe une quautité positive aussi petite qu'on le veut, mais d'une grandeur 
assignable. 

Remarquons maintenant que la sèrie infinie 



Y (- - n 



est absolument convergente, pourvu que la partie réelle de x soit positive, 
tandis que l'intégrale définie 



'4 

I f(t)l*{\ — iydt 







est linie pour toutes les valeurs de w, pourvu que la partie réelle de a soit 
à la fois plus grande que p et positive, nous aurons le théorème suivant 
qui est peut-étre nouveau : 

VI. Supposoìis plus grande que +1 la partie réelle de Xj tandis que la 
partie réelle de o^ est à la fois positive et plus grande que p, nous aurans ce 
développement en sèrie de coefficients binomiaux 

D{x + x) "^ , (x — i 



x-\-c(, fS) 

oii nous avons pose pour abréger 



I^-f::')' <«> 



1 

^ = (-!)■ jAO<'(i-0''d< = J(-ir(") ^f!;^/_~/^l^^ (23) 



la sèrie qui figure au second menibre de (22) est absolutnent convergente. 

Ce théorème montre clairement que la fonction D{x + a) :{x — a) est 
développable selon la formule d'interpolation de Newton. 



t • 



Sulla teoria 
deirequazione a derivate parziali <*\ 



(Di Pjetro BuROATTi, a Roma.) 



Si 



^ignori, Se dal mio mo<lesto cantuccio nel j^ran campo della Scienza 
levo oggi la voce per intrattenervi un poco su talune questioni matematiche, 
non è certo per far mostra di qualche sapienza, il clje sarebbe anìbizioso e 
falso; ma col solo fine di manifestare nel miglior modo che posso l'interes- 
samento e la fiducia che ni'inspira questo Congresso, in cui tanti e sì valen- 
tuomini attendono a ordinare e riunire le sparse forze per salire insieme 
alle luminose vette del Vero. 

Nell'evoluzione presente del pensiero la teoria deire(|uazioni differenziali 
è senza dubbio tra le pili belle e imporUmti; come quella che assurgendo 
dallo studio dei fenomeni naturali, attinge alto alto, alle più audaci astra- 
zioni della mente. Es-^a è filosofia e poesia, scienza ed arte, analisi e sintesi 
ad un tempo. Le dottrine più varie in apparenza intorno ad essa si avvi- 
luppano, s'incontrano, s'annodano. — lo non saprei, pur se avessi maggior 
tempo, presentarvi una pittura completa e fedele di questo grande edifizio, 
che l'uomo ha creato nell'ultimo secolo ; a tanto mi mancherebbero le forze, 
— Mi stringerò dunque a considerare una sola parte della teoria in discorso, 
quella che riguarda l'equazioni a derivate parziali; e di questa, nell'accen- 
nare rapidamente ai progressi fatti e da fare, toccherò solo alcuni luoghi-, siii 
quali sono andato talora meditando; se con ingegno e fortuna non so^ certo 
con molto amore. Molte cose, del resto, furono dette già da illustri matema- 
tici in varie e recenti occasioni, perciò poco potrò dir <li nuovo (**). 



(*) Lettura fatta nel 1 Congresso della «Società lt<iliana per il |>rogres8o delle scienze», 
in Parma, settembre 11K)7. 

(••) Picard, Révue generale des scieìices, — Forsvth, Proceedings of London Mathematicàl 
Society, 1907 e Theorie of differenticU equatiot^. 
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1. Quando una teoria, dopo una rapida elaborazione, è giunta ad un 
certo grado di sviluppo, è utile, e talora necessario, rifarsi un pò indietro, 
ed esaminare attentamente i principi e i teoremi che sono a fondamento 
della teoria stessa. Riguardo all'integrazione dell'equazione a derivate par- 
ziali è d'importanza fondamentale un teorema semplicissimo di Laokange. 

Data un'equazione del 1.^ ordine lineare nelle derivate di z rispetto a 
aji, ojj,..., x^y se Ui = cosi, u^ = cost.,..., u„_i =cost. sono gl'integrali di un 
certo sistema ai differenziali ben facili a costruirsi, una funzione arbitraria F 
di Mi, te,,..., u„_i uguagliata a zero fornisce l'integrale generale dell'equa- 
zione proposta. Si può anche dire: ogni funzione F che unita alle Mj, u,,..., 
u^__i dà un determinante funzionale identicamente nullo, uguagliata a zero 
fornisce un integrale della proposta. Questa proposizione è vera senza dubbio, 
ma non sembra vera l'inversa. In questi ultimi tempi è stata proposta, ma 
non risoluta, la questione seguente: Il teorema di Lagrange dà o no tutti 
gl'integrali dell'equazione (*) ? È un fatto che esistono certi integrali F=^0, 
e sovente dei più semplici e più ovvi, pei quali quel determinante funzionale 
non è nullo identicamente. Esaminando la cosa un po' da vicino, si vede 
che talvolta quel determinante s'annulla in virtù di F=--0, talaltra risulta 
uguale a una costante diversa da zero. Nel primo caso la F non è imme- 
diatamente esprimibile per le m,, Mj,..., u„_i; ma la si può esprimere mol- 
tiplicandola per un conveniente fattore funzione delle variabili, nel 2.® caso 
invece non sembra esprimibile in alcun modo per le u; talché nasce un 
grave dubbio sulla generalità del teorema di Lagrange. La cosa può vedersi 
da un'altro punto di vista. Quando è data un'equazione differenziale delia- 
forma in discorso, noi supponiamo che la F sia definita implicitamente da 
un'equazione F(a5, a?,, a?,,..., a;„) = 0, e con tale ipotesi, per mezzo della de- 
rivazione delle funzioni implicite, rendiamo l'equazione proposta omogenea, 
e concludiamo abitualmente esser necessario e sufficiente che quella F, fun- 
zione di n — l variabili, soddisfi a codesta equazione. Ma si vede subito che 
se si uguaglia quell'espressione differenziale omogenea a XF invece che a 
zero, o più generalmente a una funzione che s'annulla per F=0, una sua 
soluzione uguagliata a zero definisce (salvo eccezioni facile a vedersi) una 
soluzione della proposta; e questa soluzione non è sempre deducibile dal 
teorema di Lagrange. 

In generale noi siamo poco cauti nell'uso delle funzioni implicite ; e ciò 
può infirmare la generalità e la verità dei risultati. 



(*) FORSYTH, 1. e. 



^ v> 
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Se già per l'equazioni differenziali più semplici nascono qiiesli dubbi, 
die aiinirezza possiamo avere deg:li analoglii risultati per l'equazione non 
lineari e d'ordine superiore al primo 1* Per esempio, se tt = cost. e « = cost 
sono due integrali intermediari del primo ordine d'una equazione del %" ov- 
dine con due variabili indipendenti, /■(«, i>) = 0, dove f è arbitraria, si suol 
ritenere equivalente all'equazione proposta. Ma questo modo di considerare 
le cose può lasciar sfuggire inlìnite soluzioni; e ciò per ragioni analoghe a 
quelle esposte, Parmì dunque giusto di ricbiamare la vostra attenzione su 
questo punto, sul quale poggia gran parte della teoria in discorso. 

Un'altra questione fondamentale, die occupò molto i matematici, spe- 
cialmente negli ultimi 30 anni, riguarda i così detti teoremi d'esistenza. Nella 
classica dimostrazione della Kowalewski il sistema differenziale, clie con- 
tiene tante funzioni incognite quant'è il numero delle equazioni, è risoluto 
rispetto alle derivate d'ordine più alto prese tutte rispetto alla stessa varia- 
bile indipendente. Ciò è motto particolare. Esistono infatti dei sistemi cbe 
per nessun cambiamento di variabili sono riducibili alta forma kowalew- 
skiana. E non occorre scervellarsi tanto per costruirne; si presentano spon- 
taneamente in problemi importanti. 

Per esempio, il sistema d'equazioni della deformazione per llessione delle 
superficie è uno di questi (*). Ecco intanto un nuovo campo di ricercbe che 
ora si estende innanzi alla mente dello studioso, e promette una tniona rac- 
colta di risultati utili. 

Restando nel terreno classico, sì è cercato In quest'ultimi anni d'esten- 
dere fino dov'era possibile il teorema d'esistenza dì Cauchy ai sistemi con 
un numero qualuntjue d'equazioni e di funzioni incognite Riqujeh e DÈ- 
LAS8US, ai quali dobbiamo i migliori risultati su questo soggetto, seguendo 
vie diverse hanno decomposto il problema in due: 

1) Riduzione del sistema dato, quand'è possibile e mediante procedi- 
menti d'eliminazione e derivazione, a una certa forma chiamata passiva, o 
involutoria, o semplicemente canonica. 

^3) Studio della convergenza delle serie che soddisfano formalmente a 
un sistema canonico, e del loro grado d'arbitrarietà. 

Il Riquieu (•*), classificando le derivate in principali e paramelriche ri- 



{*) Hadahark. BuIIefin Snr.UU Malhimntique de France, 1907. 
("*) Acta Math^mntita. T. •£>; Ann. Éeole NormaU. 1893. 
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spetto al sistema dato, riesce a porto sotto una certa forma risoluta rispetto 
alle derivate principali, e chiama questo sistema ortonomo-passivo, quando 
ogni altra derivata principale d'ordine superiore a quelle dei primi membri, 
si può esprimere in modo unico come funzione delle variabili e delle deri- 
vate parametriche, mediante il sistema stesso e quelli che si ottengono de- 
rivando quanto si vuole. Ciò richiede naturalmente che certe condizioni siano 
soddisfatte; ma tutti i sistemi completamente integrabili pei quali finora è 
stabilito il teorema d'esistenza di Cauchy sono di quel tipo. 

I sistemi canonici del Délassus (*) sono diversi e più semplici di quelli 
del RiQLiER. Colla loro considerazione egli giunge a questo risultato sotto 
più rispetti notabilissimo : L'integrazione d'un sistema completamente inte- 
grabile d'equazioni a derivate parziali con n variabili, può sempre ridursi, 
con opportuni cambiamenti di variabili e processi d'eliminazione, all'integra- 
zione successiva di n sistemi kowalewskiani, contenenti rispettivamente 1, 
2,..., n variabili. Con questa riduzione a sistemi kowalewskiani si evita la 
dimostrazione diretta della convergenza delle serie, che, data la generalità 
dei sistemi, è estremamente laboriosa e delicata; e si riesce ad assegnare 
facilmente il numero delle funzioni arbitrarie da cui dipende l'integrale 
generale. 

3. Sulla generalità delle soluzioni dell'equazioni a derivate parziali fu 
molto discusso e si discute ancora. Sarebbe assai importante venirne a capo. 
Considerando, per esempio, un'equazione d'ordine ti e con un numero qua- 
lunque di variabili risoluto rispetto a una derivata dell'ordine più elevato, 
il teorema di Cauchv assegna alle soluzioni olomorfe un grado di generalità 
rappresentato da n funzioni arbitrarie. D'altro canto il Borel (**) ha trovato 
una formola contenente una sola funzione arbitraria e un certo numero di 
costanti, atta a rappresentare tutti gl'integrali d'una tale equazione che sono 
olomorfi in qualche regione. La soluzione di Cauchy è sotto forma di serie, 
quella di Borel sotto forma d'integrai definito. Come si vede, quanto al nu- 
mero delle funzioni arbitrarie, son questi due casi estremi; ed è ben natu- 
rale di domandarsi se tutte le soluzioni olomorfe non siano per avventura 
rappresentabih con formule contenenti un numero K di funzioni arbitrarie, 
K compreso tra 1 e n. Nelle applicazioni, a seconda del problema che si 
deve risolvere, può esser utile aver l'integrale sotto una forma piuttosto che 



(•) Anu, École Normale. Supplémeiit, 1896. 
(•♦) BuUetin de Darboux, S. Il, T. XIX, 1895. 
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sotto un'altra. Gli esempì soii numerosi. Dal teorema di Cauchy, Darboux 
ha deiiollo una liefinizione iieirinte(j:ral generale iliversa da (juella che fu 
(lata s^iii da Ampèhe. Queste due definizioni son troppo note perehè io abbia 
(|ui Insogno di ricordarle. Gouhsat (*) ha mostrato con parecchi esempi che 
un integrale |)U(> essere ifenerale nel senso iI'Ampèhb, e non esserlo nel senso 
(li Darbou-v. Ma d'altra parte l'integrale <li Boiìel dianzi ricordato è generale 
in ambedue i sensi. Io credo perciò, contrariamente ad altri, che sia possì- 
bile un pieno accordo tra le due detìnizioni. parendomi che la definizione 
irAMPPinR o non sia giustamente interpretata, o sia in gualche (lunto perfe- 
zionabile. Cnnumque la ((uestione non è ancora interamente chiarita. 

11 raggruppare poi, come ora si suol fare, le infinite costanti arliitrarie, 
che entrano negl'integrali dell'etiuazione in un mimerò tìnito di funzioni ar- 
bitrarie rispondenti a certe condizioni iniziali, se è utilissimo sotto molti ri- 
spetti, è però molto particolare. In certe ricerche può essere utile raggrup- 
parle in altro modo; talché va consolidandosi l'idea di studiare gl'integrali 
come funzioni della totalità dei loro parametri (**). Sarebbe perciò necessario 
costruire una teoria delle funzioni d'un numero infinito di variabili. Ora 
non siamo che ai primissimi tentativi: la sua potenza si manifesteril in 
avvenire. 

Volgiamo ora lo sguardo per un momento al di fuori del ristretto campo 
analìtico, in regioni ancora poco esplorate, ma dove un gìoino cammineranno 
trionfalmente ì nostri successori verso orizzonti più lontani. 

Per l'eriuazioni lineari di tipo iperbolico con due variabili indipendenti 
il Darboux (•**) ha dedotto dalle geniali concezioni dì Riemann un teorema 
che afferma l'esistenza d'una soluzione contìnua insieme alle sue derivate 
prime, la quale assume sulle caratteristiche uscenti da un punto valori dati. 
Come si vede qui non si parla che di continuità, e ì dati sono diversi da 
quelli di Cauchy. Se poi si dainio le condizioni di Cauchv soi)ra un arco 
dì curva preso con qualche precauzione la soluzione è definita in tutto un 
rettangolo che ha due vertici opposti nell'e.'itremità dell'arco, ed è continua 
insieme alle derivate prime. Non basta: noi sappiamo ora qualcosa di piìM****). 



{•) Lepins gur l'ìnU^rati 

(•*) Le Rocx. Rechercbes 

(•••) TMori» dea aurfnceg. T. 

("•••) GouRSAT. Sur ini prfJilri 

louse. Itì03-0t. 
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.. T. Il, 

luzdériréea pnrlielkn. .loiirtml MaUi,. 1903. 
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Esiste una soluzione continua in un certo rettangolo che assume valori 
dati a priori sopra due archi di cur>'a uscenti da un punto e compresi in 
uno dei quadranti formati dalle caratteristiche che passano per lo stesso 
punto. 

Se le due curve sono in quadranti adiacenti, si possono assegnare i va- 
lori della soluzione sopra una di esse, e le condizioni di Cauchy sull'altra; 
se trovansi in quadranti opposti si possono assegnare le condizioni di Cauchy 
su ambedue (*). Avanzando in quest'ordine di idee si è giunti a qualche ri- 
sultato anche per l'equazioni lineari d'ordine superiore al secondo e con due 
variabili indipendenti; ma qui le difficoltà sono assai gravi; anzitutto per 
questo, che i casi ellittico, iperbolico e parabohco sono inscindibili; ond'è 
probabile una maggior varietà di teoremi d'esistenza. Il loro studio, sotto 
molti rispetti, è d'una grande importanza. Le ricerche fatte finora si riferi- 
scono a casi particolari: quando le caratteristiche sono tutte reali o tutte 
immaginarie. In quest'ultimo caso fu dimostrato che ogni soluzione deter- 
minata e continua insieme alle sue derivate fino a quelle d'ordine n è ne- 
cessariamente analitica. 

Nel primo caso invece esiste una soluzione non necessariamente anali- 
tica, continua insieme alle sue derivate fino a quelle dell'ordine n — 2 entro 
un'area compresa tra le caratteristiche estreme uscenti da un punto, e che 
su queste assume insieme a quelle derivate valori dati. Le derivate d'ordine 
n — 1 sono discontinue a traverso le caratteristiche intermedie (**). Se alle 
caratteristiche estreme sostituiamo altre due scelte a piacere, o più general- 
mente due curve qualunque uscenti da un punto, non sappiamo più nulla 
di preciso. Quando poi si passa all'equazioni lineari con tre o più variabili 
si vedono apparire difficoltà d'altra natura e non meno gravi. 

Tuttavia, sotto l'impulso degli studi del Volterra (*♦*) si son fatti pro- 
gressi ragguardevoli negli ultinù anni. 

Per dirne quanto sarebbe necessario dovrei parlare e della teoria delle 
caratteristiche e dello sviluppo del metodo d'integrazione di Riemann. Ciò 
mi porterebbe troppo lontano dai limiti che mi sono imposto, e dalla ma- 
teria che più particolarmente ho preso a trattare. 

4. Torno dunque sulla via maestra, ai metodi generali d'integrazione 



(*) Hadamard, Bulletin de la Société Math, de Fratice, T. 31, 1903. 
(**) BuRQATTi, SulVestensiotie del metodo di Riemann . . . Acc. Lincei, Rend., 1908. 
(***) Acta Mathematica, T. 18. — Sur les vihrations des corps élastiques isotropes. 
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tii-l l'equazioni :i rieiivale iiurziali: ;i quei inctoili ride, die si proiionifoiio per 
line la del e i-m in azione (ìeH'iotetrrale eoKi detto generale. 

Per l'equazioni lineari del sepond'ordine con due A'ariabili indipendenti 
abbiamo un noi metodo, mollo particolare invero, ma eslremjimente bello e 
itiiiiorUinte. Seoperto da Laplace, fu illustrato e perfezionato da Uahboux 
nella sua prand'opera: Théorie dea Surfacim {*). Data uii'equazione lineare di 
tipo iperbolico, se ne powsoiio dedurre infinite altre mediante l'applicazione 
successiva di certe trasforninzioni dette ora di Laplace. Quando una di esse 
risulta immediatamente iiitei^rabile, l'integrai generale della proposta hi de- 
duce con quailrature. 

In ((uest'uUiini tempi ai è cercato di estendere il metodo di Lapi.ai;e al- 
l'equazioni lineari di forma pii'i frenerale. Sfortunatamente la sua potenza 
diminuisce col crescere del numero delle variabili, o, per dir meglio, tutta 
si esaurisce nel caso delle due variabili. Il Dini (**) infatti ba dimostrato che 
se r integra zio ne di una equazione lineare del second'ordine e con » varia- 
bili indipendenti si può ottenere regolarmente col procedimento di Laplace, 
essa è riducibile con un' opportuno cambiamento di variabili a un'equazione 
con due sole variabili della forma Euleho-Laplace. Ciò è scoraggiante, e 
mostra la necessità di raddoppiare i nostri sforzi per trovare metodi nuovi 
e pili potenti, atti a gettare un po' di luce nel campo di queste equazioni. 
Al contrario, per l'e(|uazìoni d'ordine n con due variabili indipendenti, il 
metodo di Lapla^.b è per dare risultati più soddisfacenti. In verità solo poche 
ricerche e incomplete sono state fatte finora; ina da quel poco già s'intra- 
vede la via da seguire e i frutti da raccogliere (**•). Occorrerebbe anzitutto 
costruire una teoria invarianliva di quelle equazioni e di certi altri sistemi 
che nell'applicazione del metodo s'incontrano. 

5. Nella teoria delle equazioni del second'ordine con due variabili in- 
dipendenti, ma di forma qualunque, il solo grande progresso compiuto dopo 
le profonde speculazioni di Monok e Ampèhe è dovuto al metodo di Dah- 
BOL'x. Esso deriva sostanzialmente da quello di Jacobi per retjuazione del 
prim'ordine; ma ^ più largo nel concetto. 



, T. lil; vedi anfhi' Gocbsat, «mH. .SViVW Math. ih 



(•) Voi. II. 
(••) Memorie .-Ice, lAna 

("•■) Lb Roux, Extension de la méthode ne T^plaee. Bull. (i. Matti, de Kranr*-, T. ! 
I., PiSATi, Sìtll'éstensinHé del metodo di Laplace, ecc. Rend. Gire. Palermo, T, XX. 



4!M) Bar gatti: Sulla teoria delV equazione à derivale parziali. 



Consiste nel cercare una o più equazioni del second'ordiiie é d'ordine 
superiore compatibili, come suol dirsi, con la data; cioè, avente con essa 
degrintegrali comuni contenenti infinite costituti arbitrarie. Tale ricerca si 
compie col sussidio di certe coppie di sistemi d'equazioni ai differenziali to- 
tali. Quando per ciascun sistema d'una di queste coppie si ha una combi- 
nazione integrabile, l'integrazione dell'equazione data non richiede più che 
quadrature. Ma se tali combinazioni non esistono, ed è il caso più frequente, 
il metodo non conduce alla mèla. Sarebbe perciò molto importante allo stato 
presente della teoria, la determinazione di tutte l'equazioni integrabili con 
quel metodo (*). E un problema assai diffìcile, ma forse non ribelle ai mezzi 
che ofl're ora l'analisi. Se ne conoscono già alcune classi: per esempio, ta- 
lune che appartengono all'equazioni con caratteristiche coincidenti, e quelle 
che ammettono un gruppo di trasformazioni puntuali o di contatto d'ordine 
infinito dipendenti da due funzioni arbitrarie. È probabile che classificando 
l'equazioni secondo l'ordine del gruppo che ammettono si riesca a separare 
le difficoltà per poi superarle ad una ad una. 

11 metodo di Darboux si può facilmente estendere all'equazione d'ordine 
più elevato. Ciò è stato fatto nelle sue linee generali (**) ; ma perchè esso 
acquisti un valor pratico occorre studiarlo e perfezionarlo nei particolari. Per 
l'equazioni con più di due variabili l'estensione è più incerta, benché a priori 
possibile. Se si pensa che il metodo di Darboux applicato all'equazioni li- 
neari conduce agli stessi risultati che quello di Laplace, e che questo, come 
ho detto già, limitata la sua potenza al caso delle due variabili, vien fatto 
di credere che anche per l'equazioni non lineari le limitazioni siano assai 
più ristrette che non si speri. 

(). Un mezzo meraviglioso per penetrare nelle più riposte proprietà 
dell'equazioni differenziali è offerto dalla teoria delle trasformazioni. Noi 
dobbiamo al genio di Lie una teoria completa della trasformazione dell'e- 
quazione del prim'ordine. E invero egli dimostrò che data un'equazione qua- 
lunque del 1.^ Ordine con n variabili esiste sempre una trasformazione di 
contatto atta a trasformarlo in un'altra equazione qualunque dello stesso 
ordine, e in particolare in un'altra immediatamente integrabile. Sfortunata- 
mente non è più cosi per l'equazioni d'ordine superiore al primo. Un'equa- 
zione del second'ordine può bensì cambiarsi in un'altra dello stesso ordine 



(*) GOURSAT, t. e. 

(**) Vedi principalmente nei Forsyth, Voi. VI. 
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mediante una trasformazione di contatto, ma non in un'altra scelta a pia- 
cere. Per esempio, nessuna trasformazione di contatto può rendere una data 
equazione integrabile col metodo, di Uarbolx, se non è essa stessa integra- 
bile con quel metodo. Le trasformazioni dunque introdotte da Lie non ba- 
stano a darci una teoria completa della trasformazione dell'equazione del 
±^ ordine; teoria, che essendo intimamente connessa con quella dell'inte- 
grazione, è giustamente considerata tra le più importanti. Oggigiorno noi 
conosciamo alcune classi di trasformazioni per l'equazioni del second'ordine 
ben più potenti di quelle di contatto, perchè riescono ad operare nell'equa- 
zioni certe utilissime riduzioni non raggiungibili con quelle. Tra esse meri- 
tano speciale menzione le trasformazioni di Backlund (*), che negli ultimi 
anni sono state oggetto di studi notabili, specialmente in Francia. Conside- 
rando i diversi modi di corrispondenza fra gl'integrali dell'equazione data e 
quelli della trasformata, scaturì un'utile classificazione di quelle trasforma- 
zioni in tre tipi, ciascun dei quali presenta proprietà speciali (**). Ma con 
questo la teoria delle trasformazioni di Backlund non è che al principio 
del suo sviluppo. Molte questioni dittìciU restano da risolvere, tra le quali 
è giustamente. considerata importante allo stato presente delle nostre cogni- 
zioni questa: trovare tutte l'equazioni del 2." ordine con due variabili ridu- 
cibili a forma lineare per mezzo d'una trasformazione di Backi.lnd. E noto 
infatti che l'equazioni lineari sono le più accessil)ili all'analisi moderna. Il 
problema è stato studiato, ma non interamente risoluto. 

Non è a credere che colla teoria delle trasformazioni di. Backlund resti 
compiuta la teoria generale della trasformazione dell'equazioni del 2.^^ ordine. 
Esistono altre trasformazioni più potenti di quelle di Backlund; io stesso 
ebbi occasione anni fa di darne qualche esempio (***). Esaminandole nel 
loro insieme si scopre che la loro comune origine risiede nella teoria della 
eliminazione dei sistemi del prim'ordine (*♦*♦). Dato un sistema di m equa- 
zioni del prim'ordine con 2 variabili indipendenti e n funzioni, n ^ w, se 
TeHminazione di n — 2 funzioni conduce per ciascuna delle due rimanenti 



(♦) Math. Ann,, B. 19. 

(**) Clairin, Sur les trat^formations (le Backlund. Ann. Ee. Nornial, T. XIX. 
(*♦•) Euro atti, Sulla trasformazione deW equazioni differensiali. Rend. A ce. Lincei, S. V, 
T. VII, 1.0 sem. 

(****) GouRSAT, volume citato. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XV. 38 
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a un'equazione del secon d'ordine, si ottiene una corrispondenza tra gl'inte- 
grali dell'una e quelli dell'altra, e perciò una trasformazione. Da questo 
punto di vista si vedono assai bene le difficoltà della questione: ma non è 
detto ancora che sia questo il punto più elevato per dominare tutta intera 
la teoria della trasformazione. 



Sui principali resultati ottenuti nella teoria dei 
gruppi continui dopo la morte di Sophus 
Lie (1898-1907) n. 



{Di Ugo Amaldi, a Modena.) 



8, 



>0PHUS LiEy quando or son quasi dieci anni, scese nella tomba, del 
grandioso programma di lavoro, intorno a cui aveva esercitato la porten- 
tosa sua potenza di invenzione e di indagine, solo una parte aveva potuto 
estrinsecare in un insieme ben coordinato e connesso di teorie. Prescin- 
diamo pur completamente dai problemi di integrazione, per considerare sol- 
tanto le teorie dei gruppi continui. Anche qui, mentre la teoria dei gruppi 
continui finiti, alla morte del Lib, si poteva riguardare oramai come sostan- 
zialmente compiuta, pei gruppi infiniti (o dipendenti da più che un numero 
finito di parametri arbitrari) il Lie non lasciava a noi che una sommaria 
trattazione dei fondamenti. della teoria, accanto a scarsi e frammentari ac- 
cenni di quelle ulteriori vedute generali, che egli pure in questo campo, chissà 
per quali audaci accorciatoie, aveva saputo conquistare. 

Accadde così che, in questo decennio, ben pochi si avventurassero nel 
campo non ancora dissodato dei gruppi infiniti; mentre alla teoria dei gruppi 
continui finiti, che in sé raccoglieva il fascino di una concezione eminente- 
mente geniale e le attrattive di un assetto oramai determinato e completo, 
si volse una vera folla di cultori. 

Ma, quasi per compenso, mentre questa coorte di ricercatori, lasciati 



Nota. Dopo la presentazione dì questo rapporto al Congresso di Parma è uscito in luce 
il bellissimo articolo di G. Fano : Kontinuierliche geometrische Gruppen, Die Gruppentheorie 
als geometriaches Einteilungspriìisip [Encykl. der math. Wiss., voi. Ill|]. Ed io, prima di li- 
cenziare il manoscritto, me ne sono valso per completare in qualche punto le' note bibliogra- 
fiche di questo rapporto. 

(*) Rapporto letto al 1 Congresso della « Società Italiana per il progresso delle scienze », 
in Parma, settembre 1907. 
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quasi del tutto da parte i problemi più larghi ed elevati, si adoprarorio so- 
vratutto a illustrare la teoria dei gruppi continui finiti nelle sue molteplici 
applicazioni geometriche ed analitiche, i pochi cultori della teoria dei gruppi 
continui infiniti affrontarono, con varietà di spedienti e con elevatezza di vedute, 
le questioni più comprensive e salienti; talché oggi è in questo campo che noi 
possiamo notare i progressi più significativi della teoria dei gruppi continui. 
In queste condizioni, sarà per n\e assai facile il compito di riferir qui 
riassuntivamente i nuovi residtati conseguiti nella teoria dei gruppi infiniti; 
ma, ])er quanto riguarda i gruppi continui finiti, io non posso presumere 
che di un così vasto insieme di indagini, nulla sia sfuggito alla mia atten- 
zione; ne, d'altro canto, fra ima materia tanto differenziata, mi è lecita la 
speranza di poter raggiungere quella rapidità e limpidezza di sintesi, che 
varrebbero a compensare le temute e probabili deficienze di notizie. Io mi 
studierò bensì di raggruppare le indagini secondo le affinità dei problemi 
considerati e risolti : ma spesso queste affinità saranno così tenui e così for- 
mali che io dovrò procedere enumerando, anziché classificando. 



Teoria genera lk dei gruppi continui finiti. 

Prendendo le mosse dai lavori di indole generale sulla teoria dei gruppi 
continui finiti, ricordo anzitutto alcune ricerche appartenenti a quell'indirizzo 
simbolico formale, a cui il Lie nella sua costruzione aveva assegnato un uf- 
ficio del tutto secondario. 

h ben noto che le trasformazioni di un gruppo continuo ad r pa- 
rametri, in un ceito intorno della trasformazione identica, si possono ri- 
guardare come ottenute per iterazione infinita di certe oo'"'^ trasformazioni 
infinitesime, le quali, rap|)resentate al modo del Lie mediante operatori 
differenziali lineari, danno luogo ad un insieme Uneare che contiene con 
ogni coppia dei suoi operatori anche la loro parentesi del Poisson. Àppar 
di qui che codesto insieme si può considerare come un sistema di nu- 
meri ad r unità, chiuso rispetto alla somma e ad una certa particolare 
operazione di moltiplicazione , non connnutativa , ma alternante. Dallo 
studio di UH tal sistema di numeri complessi J. E. Campbell (*), il Poin- 



(*; Proof of the ihhil fundamenUU theorem in Lie' 8 theorif of coniinuouM groups IPro- 
ceedin^s of the inatli. Society of London, t. ;W (1901)). Il lavoro, per cui spetta al Campbell 



rloi»> l'I ìiiorip tli Soììliiif! Liv {mtH'WOTi. 



CAHÉ(*), ii Pasi.ai. (**) e (la ultimo lo H.\Lsi>nnKiM***) cena 



, per vie iii- 



verse e roii sintr^liiro virliiosilà nl;i:oi'ÌtiiiÌ(-a, di jriiinpere aì looreiiii t'iiiKlanien- 
tali (Ifl LiK e sopmiutlo allii costruziduo effettiva eli r tiasfoniiuziotii infili!- 
tesinip fii un (.'luppo, quando tip siano fissate le coslanir di composizione. 
Questa analisi ha chiarito e precisato nei suoi limiti e nplla sua portata 
i'aspelto operatorio e simbolico della \eona dei gruppi ronlìnui liniii. Ma 
appunto perciò, dal punto di vista costruttivo della teoria, codesle rii-erclie 
iianiio approdato in buona parte a conclusioni dì validitù esclusivamente 
formale: e d'altro canto hanno condotto a rifar presso a poco i procedimenti 
slessi del Lie e dello Schuh, all'infuori di quelle vedute sintetiche e di quelle 
tappresBtdazioni gi-ometriche, che sole possono rendere luminoso e piace- 
vole il cammino. In sostanza alle indagini suaccennate sembra spettare piut- 
tosto un interesse generico in ordine alla teoria algoritmica dei numeri com- 
plessi a più unità, anzi che uu'iiiiportauza specifica rispetto alla teoria dei 
gruppi continui (****). 



In priorità in quest'ordine rli ricerche, è (interiore al decennio di cui qui ci ucru)iianio: On 
n Law of Cmnòinatio» of Op»rcUors [Proc. of tlie matti. Soc. of Loiid,, l. !^ (tOOT)]. Esso ^ 
riprodoUo in Theory of Continitoini Groups (O.tfoi'd. 1903), Cliapter IV. 

{') Sur lits grtiupea continua [Couiptefl rendun, t. 128 (1809)1; '" ^xUnao in [Metiioire 
presentcd to die Cambridge Phll. Soc. on the occnsion of the Juliilee of Sir (5. G. Stokks, 
Cainbridgf. 1900]. Qntlques ren%arqHes tur le» yrùHpfii cimtinua IBendic. del Cìr. mnt, di Pn- 
lermo, t. 15 (IflOl). 

(••) Soprn «lentie ideiUità fraisimboU operativi rappresentanti frasfornuisioHi infinile- 
simv [Rpiidic. Ist. Liomb. (4), l. 34(1901)], - >S'ulIa forinola del {tradotto di due trusformtunoni 
fluite e Bulla dìmnstraxiime del eoaiflello sfiondo teorema fovdanttntaìe di LiE nHla teoria dei 
aruppi |Ibid., ibid.j. — Sopra i numeri Bemtiulliani [Ibid., l. Ki (1902)]. — liei terzo lememit 
di LiB aHll'fni.tenBa di gntppi di data atruttura jlbid., ibid.]. — Altre rtcerdte sulla formola 
drl prodotto di due trasfirrniaeioni finite, e sul gruppo parametrieo di un dato Jlbid., ibid.]. 
— Le precedenti ricerche Bono riassunte in: Resumé de quelqties-uug de tnes recente Iravaux 
tur la tMorie dea irroujtM de LiR |Prac mfitemalyczno flzycznyeh, t. 14, Worgznwii, (1ÌM)3)). 

(•■*) Die aninboliiiehe Kxponenfialformel in der Grttppentheorie [Leipz. Bericht*, Bd. 58 
(1900)]. 

(*•*") Alle ricerche euaa!eniiate devonai ravvicinare quelle di H. F, Baker, che hu «ppli- 
atU> li calcalo simbolico delle matrici alla deduzione di riBultati noti della teoria dei gruppi 
continui Uniti: On tht exponentiiU tkenretu for a simples IransUive eonlinuoits f/roup. itttd Ihe 
aikulatioH of the ftnite equatioaa frotn tlie eonstanls of atrurlnre jProc. of the miith. Soc. of 
London, t. 34 (lilOi)). — Fut-ther applkaliona of malrije notalion to intenralìnn problema 
jlbideni., ibìd.]. — On the rakulntion of the finite equalions of a continmma pt-otifj [Ibidem. 
I. 36 llìKKl)]. — AUemants atitl eontinuowt !/iDHji«'|lliid.. (3) t. 3 (1916)]. — Il resultalo del 
penultimi) lavoro era ^ìà slato resa noto dal Klein. 
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Veramente il Poincaré, prendendo le mosse da quei suoi sviluppa simbolici, 
è giunto ad espressioni notevoli, sotto forni:, di integrali curvilinei, per le 
trasformazioni infinitesime del gruppo aggiunto e dei gruppi parametrici; ma 
è facile vedere come agli stessi resultati si giunga pressoché immediatamente, 
partendo dalle equazioni di definizione assegnate per quei gruppi dal Lie. 

Resta tuttavia notevole l'idea da cui trasse origine la Memoria del Poin- 
caré del Gire. Mat. (1900); egli notando come alla costruzione di un gruppo, 
a partire dalle costanti di composizione, si possa giungere sia traverso il 
gruppo aggiunto, sia traverso il gruppo parametrico, propone di studiare e 
interpretare le relazioni, cui dà luogo il confronto dei resultati di codesti 
due procedimenti; ma, come il Poincaré stesso avverte, su questa via, in- 
tralciata a dir vero da non lievi difficoltà analitiche, egli si è spinto poco 
innanzi; cosicché i resultati ottenuti non differiscono sostanzialmente da 
conclusioni note del Killing, dell'ENOEL, dell'UMLAUFF, del Cartan. 

Un secondo gruppo di lavori di indole generale, dovuti tutti a matematici 
americani come il Taber (*), il Nkwson (**), lo Slocum (***), il Rettger (****), 
si riattacca all'osservazione dell'ENGEL, relativa alla possibilità che un gruppo 
continuo finito contenga trasformazioni singolari^ cioè non generabili me- 
diante ripetizione infinita di una stessa trasformazione infinitesima. Il pro- 
blema dell'esistenza di siffatte trasformazioni singolari e la loro effettiva ri- 
cerca cadono manifestamente nel dominio della teoria delle funzioni, in quanto 
dipendono in sostanza dalla determinazione delle singolarità da cui sono 
affette le soluzioni generali delle equazioni di definizione del gruppo consi- 
derato; onde appar manifesta la eccezionale difficoltà di quest'ordine di 
questioni, le quali anzi^ allo stato attuale delle nostre conoscenze, sembrano 



(*) On the singuJar fransformations of groups getierated by infinitesimal transformcUiowi 
fProceed. of the Amer. Acad., voi. 35 (1900); Bull, of the Amer. math. Soc. (2) Voi. 6 (1900)]. 
(**) On singular transformatioìì^ in rea! projective groups [Bull, of the Amer. math. 
Soc. (2) voi. G (1900)1. 

(***) Note on tìie chief tìieorem of Lie's iheory of cofitinuotis groups [Proceed. the Amer. 
Acad., voi. 35 (1900)1. — Supplemenfares note on the chfsf theorem of Lie's iheory of finite 
continuous groups [Ibid., ibid.]. — On the eontinuity of groups generated by infiniiesimcU tran- 
sformations [Ibid., voi. 36 (1900)]. Queste due ultime note sono scarse di contenuto. 

(****) On Lie's theory of continuous groups [Amer, Journal ol math., voi. 22 (1900)]. Questa 
Nota contiene alcune interessanti considerazioni sulla possibilità di trasformazioni infinite- 
sime, le cui traiettorie si spezzino. 



f/o/)o la moflc di .So/ifcfw I,ii^ {iH'Jfi-iUO"). 



esser poste .sotto forma trrìpun ìiulelemiiiiaUi e gerierak'. Corto i lavori dianzi 
ricordali getlano ben puca luce sul pi-obleitia, da tiu trassero origine, in 
quanto non foriii:soono, in so,stanza, che esempi particolari, e piuttosto iini- 
furiiii, di gruppi ronlenenti trasformazioni singolari. 



Dalla ricerL-a ili nuove /tiialofiie fra ì yniiipi (Vonlini- finito lU sostitii- 
noni e i yruppi confiniti finiti, il Maili-kt è stato i-,oiidollo a studiare ulte- 
riormente la (lecomponibilità dei gruppi continui tlniti. già nota in base ai 
teoremi fondamentali del Lie (*), e a generalizzare in vario senso il concetto 
di serie di composizione di un gruppo continuo finito (**). 

II Bl'kssidk ha mostrato come ad ogni gruppo discontinuo d'ordine Unito 
Q si possa associare un gruppo continuo lineare G, la cui considerazione 
facilita la ricerca di alcune proprietà de! gruppo discontinuo, in particolare 
la determinazione di ciò che il Klbin cliiama \\ yrado del problema ttorimile 
corniesso a g. cioè il minimo numero di variabili, in cui g è rappresentabile 
come gruppo di sostituzioni lineari (***). 

lutine dalla teoria dei gruppi d'ordine thiito di sostituzioni il Bianuhi 
ha tiasportiito nella teorìa dei gruppi continui finiti il concetto dì gruppo 
cotnpleHientare o grappo fattore, mettendo in luce Tuffleio essenziale, che co- 
desto concetto compie implicitamente nella determinazione assegnata da! LiE, 
pei gruppi transitivi dì data composizione (****). 

In particolare egli ha stiibilito una nuova proprietà caratteristica del 
grnppo derivato dì un gruppo dato G, mostrando come esso sia il più pic- 
colo sottogruppo invariante s di ^r, pel quale il gruppo complementare ^^ 



(*) 5itr la itécompoaitian dea gnupes fittiti conliruta lU transfm^ttatioìis de Lit [Comples 
rendus, t. 130 |1900)|. Vd gruppo G si dice decumponlbile se contiene due soth)|i;ruppi G, , 
R,. tuli che ogni Irus formazione di G eia ujtuale al proclolto di una di G, e di una di G, . 
— Vn esempio di )fruppo Bindolare in ordine alla decotnponìttilitè delle sue trasformazioni 
finite è mesHo in luce dal Fiiattini: Di ki» gruppo amiinuo ili ti-aaformasionì decomponibili < 
finitamente |Rend. delta R. Acc. dei Lìncei, (a) voi. 13, (IDUJ)]. 

(**) Hur des sxiites rmìnirquables de sottg-groupes d'un groupe de snòalitutìoHs oa de tran' 
afnrinatioHB de Lie [Comptee rendns, t. 13(1 (ISWO)}. — .S'im- da nouoeites anatogimi eiUre la 
ih4nrie des grtMpea de aìdtatiittiions et celle de» groupes finis eimtiiittn de IraHsfnrtttalion» de 
Uè [Journal de Mathémntiquea, (5) t. 7 (1901)1, 

('") On the ctinHnuous gronp that ie defined by fmy gioen group af finite order [Proceed. 
of tlie malh. Soc. of l^ondon. voi. !tl (lfi98)l. 

) SìiHn nosìone dì gruppo complementare e di gruppo tkrivatn nelUi tMirin dei gi'uppi 
finiti di triuformaaioHi [Rend. dell' Aco. dei Lìncei (5), voi, H (1903)]. 
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risulta abeliano. Uiscende di qui rome per un gruppo contìnuo il sottogruppo 
conmiutatore (*) coincida col gruppo derivato (**). 

Sui gruppi traìisitivi di unp spazio a qtmnte si voglioìio dimetufioni ha 
ottenuto notevoli risultati E. K. Lkvi, il quale è riuscito, in particolare, a ri- 
durre a 4 l'ordine massimo assegnato dal Lik in ^2n~i, per le trasforma- 
zioni infinitesime di un gruppo generico) (***). Un passo ancora, e sarà as- 
sodata la nota |)re visione del Li e, per la quale codesto ordine massimo sa- 
rebbe uguale a !2. 

In un ultimo gruppo possiamo raccogliere alcune ricerche relative alla 
struttura (♦***). 

A. SiJss, nella sua Dissertazione di Ghkifswald, ha determinato tutti i 
gruppi puntuali che hanno la struttura del gruppo proiettivo piano totale, 
e ha studiato una classe di gruppi di trasformazioni di contatto aventi la 
medesinìa struttura, mettendo di più in luce alcune considerazioni generali 
che permettono di assegnare quale tipo di gruppi di trasformazioni di con- 
Uitto sia rappresentato da un qualsiasi tipo di gruppi transitivi puntuali di 
data composizione (*****). 

11 KiLLiNo, tornando con una breve Nota sulla teoria della composizione 
che in sì gran parte è sua, ha classificato la struttura dei gruppi di rango 0, 
in base ad un nuovo carattere numerico invariante (***♦♦*). 



(*) Cioè il ^Tuppo (iefìnito da tutto le trasformazioni (iella forma STS~} 7'-^ 
(**) Si ha così anche una nuova dimostrazione di un noto teorema del Killing (Lib- 
Enoel: Theorie der Trans far mationayruppeu, Bd. Ili, pag. 770). 

(***) Sui gruppi irat^sUivi dello spazio a n dimensiotii [Rendic. dell'Acc. dei Lincei (5) 
voi. li (1905)]. Per alcuni teoremi sui gruppi transitivi, destinati sopratutto a precisare il 
concetto di classe in analogia coi gruppi di sostituzione si veda: Maillbt, Sur la classe des 
yroupes finis continus primitifs de transfonnaiions de Lie [Comptes rendus, t. 190 (1900)]. 

(****) E. E. Levi ha stabilito rigon)samente il notevole teorema del Killing sulla de- 
comi;onibiiità di ogni gruppo continuo iinito non semisemplice ne integrabile in un gruppo 
invariante integrabile e in un gruppo semìsemplice : Sulla 8it*uUura dei gruppi finiti e e<nUinui 
(Atti della R. Acc. delle Se. di Torino, voi. 40 (1905)]. Ricorderò qui anche la seguente Dis- 
seri€U!ione di Mììnster, di cui non ho potuto aver visione : W. BrUsbr, UfUersuchungen ikber 
die secìisgliedriye halbeinfnche Trans fwtnatioìisgruppe (1904). 

(••**•) Die CHruppen, die mit der allgemeinen projectiven irruppe die Ebene ghiche Zusam- 
mensefsung haben [Dissertation, Greifswaid (11K)6)]. 

(******) Ber Bau eit^r besonderen Klasse von Transforìnationsgruppen (Festschrift L. 
Boitemann gewiduiet; Leifizig (1904)]. 



tiopu la morie ili Sophns ÌAv. {IH98-1H07). 



P«i tri'iipi'i ''' 'ixigo " il Ijokwv lia iissegiiato una nuova proprieUÌ ca- 
ratteristii-a, diinns^lrauiln clic, per siffatti irruppi v solo [tev essi, (ij.'iii ijual- 
siasi sotlof^ruppo la parie dì una serie ili fonipnHiziuno {*). 

L'Ahhkks Ila deleriiiiiiatd i ;^i"uppi di i-ui ogni aottugruppo è inva- 
riarile {**), Lo Zisdlkh inlìiK» lia studiato in generale i giuppi (-oinniutabili 
(caso particolare dei gruppi di rango 0) e in [lurlli'olarc ne lia classificato i 
tipi nel caso di (|unllro paratnetri (***). 



Dato cosi un rapido sguardo alle inda|,'ini runipiute, dupi) la morie dei 
LiE, sulla teoria generale dei gruppi continui lìnili, possiamo notare come 
questa, nel dacennio trascorso, non abbia subito alciuia sostanziala trasl'or- 
inaziuue. Ciò può parere senz'altro naturale, se si pensa cbe .sifl'alta teoria, 
già dieci anni tu- sono, ruslituiva mi ìnsienic ben cliiusn t\i residtali e di 
procedimenti. 

Ma d'altro canto è pur vero che sussiste un profondo e singolare con- 
trasto fra la l'ornni sìsteinaticaitu'iite analitica, srdto cui da nllimo il Lir e 
i suoi collaboratori diffusero la teoria dei gruppi continui finiti, e la conce- 
zione essenzialmente, arditamente sintetica elle il Lik dapprincipio ne ebbe. 
Egli, subito dopo il primo fervidissimo periodo di indugine e di scoperta, si 
tìeuli turbalo dall'ìsolaiuento, in cui scicntitìcainente ancora viveva; e rim- 
proverò ai Matematici di quel tempo la freddezza, con cui avevano accollo 
il suo programma di lavoro, così ardito, cosi nuovo e, a dir vero, così oscuro. 
Peccò senza dubbio di impazienza, ]iensft fors'ancbc dì dover tutto sacrifi- 
care a quello die non cessò mai di considerare lo scopo ultimo dell'opera 
sua, cioè le teorìe d'integrazione. Certo si indusse a tradurre e quasi a tra- 
vestire {****) il suo pensiero in quella forma analitica, clie gli parve più 
idonea ad agevolare la diffusione delle sue scoperte. E, prima della sua 
aiorte, potè anche pensare di avere ubbidito ad una uecessità ineluttabile, 
poiebè solo nella nuova forma le sue teorie raccolsero quel consenso e quella 
aminiruzioue, die egli sin dapi»rincipio aveva desiderato. Ma è certo cbe chi 



.^"■»i 



I IMiitli. 



(•) Hitr Tlieiiiif (fer eiiilti/-lnit kouliiti'i'-rlie 

i. 55 atxii)!. 

(•') Uebor Triituifarmaliotiaaruppen. rìeren stìmlliek^ Hnfergi-uppin iHvarinnt atiid |Mil- 

Ihell. der iiiath. Gesell. in Hamburg, t. i (1902)1. Quertti gruppi si riducono ni gruppi di ruiigu 
a tre pnramelri e ai pruppi commutabili, 

(••") Ueber koHiinHierlieke InoohitionsgrupjtfH (Wìeii. Berirht*', voi. IKl (lllOljj. 
(""} Cfr- NoETHBH, Sophufi Lie [Malti. Ann., voi. M (liMXI); pag. 18). 
Ant\^i (li Mntematica. Serio II!. Turno XV. 39 
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nella teorìa dei gruppi continui finiti che oggi possediamo, ricerca le linee 
semplici e ardite del primo abbozzo ideato dal Lie, sente in qualche modo 
l'uggia e il rammarico di chi vede guasta e travisata da un restauro la pri- 
mitiva bellezza di un'opera d'arte. 

10 penso che se il Lie, accettando l'isolamento, cui dapprincipio lo de- 
stinavano l'originalità del suo pensiero e la dura novità dei metodi, non 
avesse in quel suo primo fervore di scoperte, deviato i suoi sforzi dalla via 
ch'egli si era dischiusa, noi possederemmo forse oramai la completa ed or- 
ganica teoria sintetica dei gruppi continui finiti. Il ricostruirla oggi, risalendo, 
traverso agli oscuri accenni dei primi lavori del Lie, alla forma originaria 
delle sue concezioni, appare opera ardua quant'altra mai; pure io credo che 
per lo stesso impulso di quanto codeste concezioni hanno in sé di più ge- 
niale e di più vivo, siffatta teoria sintetica dovrà costituirsi sotto qualche 
forma un giorno. 

Intanto parmi si possa con buone ragioni presumere, che in essa debba 
spettare un ufficio fondamentale e quasi preponderante ai gruppi proiettivi; 
e in questo senso un passo non trascurabile sarebbe compiuto, quando si 
riuscisse a stabilire (come il Lie fu sempre convinto anche dopo riconosciuta 
la fallacia della sua antica dimostrazione) che per ogni gruppo contimi finito 
esiste un gruppo proiettivo avente la medes^inia struttura. 

In questo stesso ordine di idee sarebbe particolarmente desiderabile che, 
anche solo pei gruppi proiettivi, si potesse dischiudere una via meno indiretta 
ed oscura di quelle note fin qui per giungere al teorema dell'ENGEL, che 
caratterizza i gruppi non integrabili conte quelli che contengopw un gruppo oo* 
semplice, cioè oloedricamente isomorfo al gruppo proiettivo totale della retta. 

Forse sin qui non è stato ancor messo in luce l'ufficio fondamentale, che 
nella teoria della composizione spetta indubbiamente a questo notevolissimo 
teorema; il quale anzi è rimasto come isolato e mal connesso al resto della 
teoria. 

Soli, che io sappia, il Kratzi e il Kowalewski hanno riconosciuto la 
opportunità di studiare, almeno, qualche tipo particolare di gruppi, in or- 
dine ai relativi sottogruppi oo' semplici o, come si potrebbero designare, sot- 
togruppi rfeH' Engel. 

11 Khatzi nella sua Dissertazione di Gueifswald (♦) ha sistematicamente 



(*) Qruppen mit eitier dreigliedrige Untergruppe, die in keiner grosseren Untergruppe 
eteckt [Leipzig (1904)]. 
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Bliiiiialo i ^'rii|»|ii (li uno spazio a h iliineiisioiiì, contenenti un sottogruppo 
(li Engel, il (|tiale non apptirlenfjra a nessun sottogruppo più ampio; eri lia 
diinoslrato rlte un tale gruppo è in generale ad n -H 3 parametri e che il 
suo sottogruppo (ìi statiililà rispetto a un punto generico, lascia fermo un 
(tono razionale normale di direzioni; per modo che il gruppo è equivalente, 
mediante una trasformazione puntuale, ad un gruppo proiettivo, che contiene 
tutte le no' traslazioni di 5*. e lascia ferma sull'iperpiano improprio una 
curva razionale normale. Vi è un'altra composizione soddisfacente alle suin- 
dicate condizioni scdtartto in rjuattro casi: per n = 3 col gruppo della qua- 
dric-a; per » = 5 col gruppo cv" di S^. che sulle x»' coniche del piano è in- 
dotto dal gruppo proiettivo piano totale; per n = 7 col gruppo oc" di S, 
che dà il modo, in cui le oc' cubiche gohbe di un complesso lineare (non 
speciale) sono permutate dal gruppo proiettivo del complesso; e infine per 
M=ll con un gruppo semplice tx" di S,,, avente la struttura scoperta dal 
Kn,LiN(i nelle sue memorabili ricerche sulla composizione. 

Il KowaijEwski invece (•) ha consideralo i gruppi proiettivi dì S„, che 
non lasciano ferma nessuna varietà lineare, e contengono o ÌI gruppo ((Xi" sem- 
phce) di una C" razionale normale o un gruppo oc' semplice che ammetta 
uno S_t_, di punti uniti e uno S^ sghembo, in cui sia invariante una C* 
razionale normale (**). — Per n pari e h dispari non esiste nessun gruppo 
soddisfacente alle indicate condizioni. Negli altri casi invece si ha in gene- 
rale un unico ti)>o di gruppo proiettivo, il quale per h pari & il gruppo pro- 
iettivo totale di una qnadrica non speciale di iS., e per h (ed n) dispari è 
il gruppo proiettivo totale di un sistema nullo di S. . Un altro gruppo 
soddisfacente alle suindicate condizioni si lia soltanto in S,,, in S-, e in Su- 
per H ^ k) (ed h^=i-) col solito gruppo x", indotto dal gruppo proiettivo 
piano sulle x>- coniche; per H = fj (e h = 6) col gruppo proiettivo oc" che 
trasforma in s6 una quadriea non speciale (qnadrica del Clifford della C* 



(•) Ueber rfie projektive Gmppe rfor Norrnkun-e ttttrf «ine ekarakletistiehe Etgensehaft dea 
»«ehsdim6nsitmal«n Haumes |LeÌpK. Ber., t. &4 (liKBJ]. — Ueber projeklic* Transformationa- 
yntppen [Ibid., t. «» (1903)]. — Bine charakierigticke Eigeniiehafi lìer pitijekliven Qrttppe dta 
NitUKjfstems |lbiii.. t. 58 (1906)). — (Jefter die projektive Grupperiner MnnnìgfalUgkeit etetUsn 
Grades [Ibid., ibul.]. 

(") Sono questi, in un certo senso, i tipi meno i:oBtples9Ì di irruppi proieUivi aem|)lici oc* 
ili Sn . Si ricordi in proposito il bel teorema dello Studv [Lie-Enoel, Theorie dar Tran«f.-ar., 
t. Ili, pa)t. 78&] del quale non è stala pubblicata altra dimostrazione all'inruorl di quella 
del Fano (Meni, della R. Acc. delle So. di Torino, (2) l. 46 (1896)]. 
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razionale normale) e su di questa un complesso dell'ENOKL (*) ; infine per 
n = 7 (e h = G) col gruppo proiettivo cx)*\ che sugli oo' complessi delI'ENOEL, 
giacenti su di una quadrica non speciale di Se, è indotto dal gruppo pro- 
iettivo totale della quadrica. — A questi resultati il Kowalbwski è giunto, 
valendosi di una sua « Gewichtsmethode », che, nel suo principio fondamen- 
tale, si può far risalire al Lie, e ha la sua base in una classificazione delle 
trasformazioni proiettive infinitesime (in coordinate omogenee) a seconda del 
peso, opportunamente definito. 

Abbiamo così già iniziato la rassegna delle ricerche dirette a determinare 
classi particolari di gruppi continui finiti. 

Ora dobbiamo inoltrarci in questo campo; ma la moltiplicità e varietà 
delle questioni considerate ci condurrà a procedere piuttosto per enumera- 
zione che per vera classificazione. 



Gruppi proiettivi. 

Cominciamo dai gruppi proiettivi. 

In questo campo ricorderò dapprima le ricerche del Newson (**), il quale 
ha costruito, in base a considerazioni sintetiche elementari, tutti i tipi di gruppi 



(*) Ein ìieues, dem Unearen Komplexe aiialoges GebiUìe, 2 Note [Leipz. Ber., t. 52 (1900)]. 
Il gruppo oo" or ora indicato ha la composizione semplice scoperta dal Killing< 

(**) Còntinuoìis groups of project ive transfoi^inationè trecUed syntheticaUy [Kans . Univ . Quart. , 
voi. 4 (1895-96)]. — Supplemsntary notes [Ibidem]. — Projective Transformations in One Di- 
mensiofi and their Coìitinnous Groups [The Kansas University Science Bulletin, voi. 1 (1902)]. 
In quest*ultima nota sono classificati i gruppi proiettivi complessi della retta complessa come 
gruppi reali conformi del piano. — Types of Projective Transformations in the Piane and in 
Space [Kansas Univ. Quart., voi. 6 (1897)]. ~ The flve Types of Projective Transformations 
of the Piane [Ibid., voi. 8 (1899)]. Queste ed altre ricerche sono sistematicamente esposte in: 
A New Tìieory of Collineations and their Lie Groups [Amer. Journal of Mathematica, voi. 34 
(1904)]. Per lo spazio cfr. On the Group and Subgroups of redi Collineations leaving a Tetra- 
hedron invariant [Kans. Univ. Quart. (A) voi. 10 (1901)] ; A »iew Theory of Collineations in 
Space [Ibid., ibid.]. Cfr. infine: Reportontìie Theory of Collineations IProc, of the Amer. Ass. 
for the Adv. of Se, voi. 51 (1902)]. 
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continui proiettivi della retta e del piano (*) e alcuni tipi di giLi(>|)i piuieltivi 
dello spazio. Egli ha preso !e iiiosae dai gruppi dì omologie e. coi» binando 
questi in tutti i inofli possiliili, ha costruito gruppi mano mano più ampi, 
caratlL-rizzatidoli per mezzo delle rispettive roufìgurazioni invarianti (**). 

Alla classificazione dei jfnippi proiettivi dello spazio, che, i-oni'è noto, 
non è ancora compiuta (sebbene, in base ai melodi del Lik, non offra pili 
diftlcoltik alcuna) ho recato un contributo io stesso, in ijuanlo ho determi- 
uulo tutti i tipi (ti complessi di rette, che ammettano mi Qrnppo continuo pro- 
iettivo l***); in particolare ho dovuto premettere a tale determinazione la 
dasBÌticazione dei gruppi proiettivi a tre parametri. 

II. Le Vavasseur )ia classificato i sottogruppi a uno <■ due parametri 
del gruppo lineare omogeneo in quattro variabili ("••). 

Dei gruppi <ti inommenti negli npazi lineari sì sono occupati il Bemporad, 
E. E. Levi e il Mkdici. li primo li ha classificati in S,, in 5. e, parzialmente, 
in ^'j (*****); il secondo ha svolto alcune considerazioni generali sui gruppi 
derivati dei gruppi di movimenti in 6'., dirette sovratutto alla determinazione 
dei gruppi a due e tre parametri (•*****). n Medh;i inlìne ha determinato in 
uno spazio a quante si vogliano dimensioni tutti i possibili tipi di grupjn ili 
rotazioni {*******), e ha messo in luce il profitto che dalla conoscenza di tali 
gruppi si può trarre nella teoria generale (tei gruppi di movimenti (**•••*••). 



(•) Noten') col Fano [Art. fil. della Ena/klopiìilÌe\ che le ricerche liei Newson non 
conducono nd una efTiittiva ilasHificozione ilei ttruppi proiettivi del piano in quinto c^li jion 
diuiDstrn di Hvere esaurito lutti i tipi possibili di ([ruppi : ciò rìsulla soltanto da un confronto 
dei suoi risultati colle tattile del Lib. 

I**) Cagli stessi metodi sintetici elementari del Nrwson, H. B. Brbwstbr Iib costruito 
i grap^ii proiettivi di S, . che lasciano lerma una quadrica non speciale : 0» CaUintnUions in 
SpiK* H'hieh ieaw inonrianl n Quaiìrìe Surfaee |Kans. Univ. Bull, {i) v. I (ItNiS)]. 

(***) Sui complessi di rette, che ammellatia hh gruppo ettntiHua protettioo [Rend, del 
Ciré. mal. di Palermo, t, «3 (1907)1- 

(••""I Sur l'et^^tmértUUm dee gous-yrottpea du grnupe linéaire. homotiérie. à quatte varia' 
lihg: sous-groupes l'i un et à deux pammèlres [BuUetiu des se, math. (!£) t. !J9 (1903i|. — Lea 
tout-f/rouiiea tìu yroupe ììnéaire à gualre varinblea ; nous-nroupai à un et li deux parainéfres 
lAnn. de la Fhc. des se. de Toulouse. (2) l. 8 (1906)). 

(***"*) Sui i/ruppi di mouimenli e aiinililudiiii hcUo spazio a 3, 4 e 5 dimensioni |.'Vriri. 
della R. Scuola Norm. Sup. di Pisa. voi. 8 (1898)]. 

(**•••*) Sui gruppi di moBimeuii |Rendic. della R. Acc. dei Lincei. (5) voi. 14, (liXfi)]. 
("•••") Sui yruppi di rotaiioni |Ann. della R. Se. Norm. Sup. di Pisa. voi. 10 (ISL*;)). 
(••***••") Sui aruppi di movimenti [Rend. della R. Acc. dei Lincei, (5) voi. ì% (19U7)]. 
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Accanto a queste ricerche sui gruppi proiettivi, possiamo ancora ricor- 
dare la breve indagine compiuta dall'EpsTBEN sui gruppi che coincidono col 
rispettivo gruppo aggiunto (*). 

Nulla di sostanzialmente nuovo, invece, abbiamo a registrare sul problema, 
che pur meriterebbe l'attenzione di qualche geometra (come già un tempo diede 
luogo ad alcune importanti osservazioni dello Study), dei gruppi proiettivi, 
che sono proiettivamente equivalenti ai rispettivi gruppi parametrici (**). 

Alla teoria degli invarianti dei gruppi proiettivi (***) recarono contributi 
il Kasner, che ha studiato gli invarianti delle curve tracciate su di una qua- 
drici non speciale di S^j rispetto al gruppo proiettivo misto oo* della qua- 
drica stessa (****); e, da un punto di vista più generale, il Maurer, il quale 
ha esteso il teorema dello Hilbert sul numero finito degli invarianti di un 
sistema completo di un gruppo continuo hneare, al caso in cui le variabili 
siano legate da un sistema di equazioni algebriche (*****). 

Prima di lasciare il campo dei gruppi proiettivi dobbiamo far cenno delle 
ricerche dello Study sugli elementi (differenziali) del 2.®. ordine del piano, 
ciascuno dei quali si può definire come l'insieme di tutte le curve (analitiche) 
che hanno comune tre dati punti infhiitamente vicini, non allineati (******). 
Lo Studv, rendendo chiuso, in vari modi, Tinsieme di codesti eleménti del 
2." ordine mediante l'aggiunta di elementi imjrropri^ opportunamente scelti, 



(*) Lea yraupes qui coincùlenf avec leura groupes adjointfi [Math. Ann. voi. 56 (1902)]. 
{**) Cfr. BuRNSiDK, On groups tvhich are linear and homogeneous in both variabìes 
and paraìnefers [Proc. of the math. Soc. of London, voi. 35 (1903)]. — On reciprocai linear 
homogeneous groups [Qnart. Journ., voi. 34 (1903)]. 

(***) I lavori dell'ENRiQUEse del Fano sulle varietà che ammettono un gruppo proiettivo 
sono anteriori al decennio, di cui ci occupiamo, airinfuori della Nota del Fano: Un teorema 
sulle varietà algebriche a due dimensioni con infinite trasformazioni proiettive in sé [Rend. 
della R. Accad. dei Lincei, (5) voi. 12, (1899)]. In questa Nota è dimostrato il notevole teo- 
rema che è razionale ogni varietii algebrica a tre dimensioni, la quale ammette un gruppo 
continuo transitivo di trasformazioni proiettive. 

(****) The invariant thenry of the inversion group: Geomstry upon a quadric aurface 
[Trans, of the Ani. Math. Soc, voi. 1 (1900)). 

(*****) Ueber die Endlichkeit der Tnvarianten systeme [Math. Ann., voi. 57 (1903). 
(******) D/e elemente sweiter Ordnung in die ebenen projectiven (Geometrie [Lelpz. Ber., 
voi. 53 (11K)I)). Circa i sistemi di coordinati atti a determinare gli elementi d'ordine supe- 
riore al 2" vedi Kn«bl: Die hòheren Differentialquotienten [Leipz. Berichte, voi. 46 v (1893) 
voi. 5i iUm)]. 
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ha Htuliitito nella viirietà -x' cosi resultante un sistema dì coordinale proiet- 
tive (aventi, cioè, carattere irivarìantivo rispetto al gruppo proiettivo piano); 
e, ili base a queste, ha sviluppalo la teoria iiivariantiva della varietà oc* 
itegli elementi del 9," ordine, rispetto ad un grup|>o r^a", che si ottiene com- 
binando il i<ru[)po oc", indotto dal gruppo proiettivo piano, con un gruppo x»' 
(lineare nelle (coordinate degli elementi del 2." ordine) che trasforma in sé 
ogni insieme di ->c' elementi del i2." ordine, apparieneuti ad uno stesso ele- 
mento del !." ordine (*). 

Lo Study ha di pti'i constdei'ato le varietà ad una. ihie o Ire dimensioni 
di elementi del 2." ordine, alle quali spetta un evidente interesse in ordine alla 
teoria delle equazioni differenziali ordinarie del 2." ordine; e ha determinato 
quelle varietà l', di uno spazio a quante si %'oglioiio dimensioni, che sono 
ra[)preBentabilÌ razionalmente sull'insieme degli oc' elementi del 'ì." ordine del 
piano, in mudo che il gruppo corrispondente su di esse al gruppo proiettivo 
piano vi sia indotto da uu gruppo proiettivo del rispettivo spazio. 

Risultò in tal guisa stabilita in particolare una notevolissima relazione 
fra la geonietiia proiettiva degli elementi del 2." ordine del piano e la ordi- 
naria geonietria della retta. 

Ma io non mi dilungherò piò oltre in proposito. Dal punto di vista stret- 
tamente gruppale, a cui io debbo qui attenermi, risultano quasi menomali 
o, almeno, travisati l'interesse e la portata di iiueste ricerche dello Studv; 
le quali non vanno separale dalle altre indagini antecedenti e posteriori del- 
l'autore stesso, a partire dalle prime ricerche sui numeri complessi e i gruppi 
continui e dalle Metkoden der lerndren Formen (Leipzig, ISH*)) fino alla pò- 
tlerosa Geometrie der Dynamen (Leipzig, 1903) e alle molteplici ricerche di 
fJeometria non-euclidea. K noi qui basterà ricordare come la teoria dei gruppi 
continui sia slata per lo Studv un fecondo * principio dì trasporto », di cui 
egh ha per così dire aumentato l'efficacia, sovrapponendo al classico metodo 
della costruzione dei - corpi » di enti geometrici rispetto a un gruppo dato, 
il procedimento del Skuhk della continuazione analitica dei parametri e delle 
variabili dal campo reale a campi (complessi mano mano pifi ampi (**). 
Ebbero così origine appunto quelle varie Geometrie (Geometria proiettiva 



(*) 0)^i t'Ictiiento (Ii'l ì." urdine ammetlit tre orìnnUzioni : e eecondo ctie sì co n e i (leni ri u 
i;]i plemciiti oripiilali o no bÌ ottengono due diversi irruppi oo*, che homo Èra loro in corri- 
epondeoza |3. i|. 

(••) Passiamo ijui riconinre nnclie le Be^^iienti riwrrhc: R. v. Wehbh: Zur Thenrie ihr Ki-pÌ- 
towieniulfsckaftvii (MOnch. Bit. V. 31 (lilOI)| Dkìsiiinpkxea Beivrauntien Leipz. Ber. t, 53 (1Ì>U3)|. 
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duale e radiale, Geometria proiettiva e pseudo conforme dei Somi) che lo 
Study ha sistematicamente esposto nella citata Geometrie der Bytiamen (*). 

Ma torniamo alla nostra rassegna per occuparci dei gruppi di trasfor- 
mazioni birazionali. 



Gruppi cremoniani. 

Possiamo qui da principio ricordare le ricerche di H. Stender (**), mie (***) 
e del Newson (****) sui gruppi conformi reali dello spazio e sulle curve e su- 
perficie che ammettono infinite trasformazioni conformi. 

Ma ad un più elevato ordine di ricerche appartengono in questo campo, 
i lavori del Fano sui gruppi continui finiti di trasformazioni cremoniane dello 
spazio (*****) e la classificazione da lui compiuta dei gruppi del Jonquières 
generalizzati, o gruppi di trasformazioni birazionali che trasformano in sé un 
fascio di piani o una stella di rette (******). 

Questi lavori completano quella serie di ricerche che iniziata dall'ENRi- 
QUES con la determinazione dei gruppi cremoniani continui del piano era 
stata continuata dagli stessi Enriques e Fano nella magistrale Memoria in 
cui è dimostrato che i gruppi birazionali continui dello spazio sono bira- 



(*) Un riassunto limpido e completo delle vedute e delle indagini delio Study si 
trova nei nn. 16-20 del citato Art. del Fano. 

(**) Invariante Flachen und Kurven bei confonneu Gruppen dea Raumes [Dissertation, 
Leipzig (1899)|. Questa Dissertazione era sfuggita alla mia attenzione; e ne ho appreso l'esi- 
stenza soltanto ora, sul punto di licenziare il manoscritto di questo rapporto (19 gennaio 
1908) dal cenno che della mia Meni., cit. nella Nota seguente, dà TEnoel nel fascicolo teste 
uscito in luce dello Jahrbuch iiber die Fortschr. der Math.; voi. 36 (1907). 

(***) Le superficie con infinite trasformai: ioni conformi in sé stesse [Rend. della R. Accad. 
dei Liiu-ei, (5) voi. 10 (1901). — / gruppi continui reali di trasfortnazioni conformi dello spazio 
[Mem. della R: Acc. delle Se. di Torino, (2) t. 55 (1905)]. 

(****) Types and continuotM Groups of redi conformai Tratisformations in 5, [Giorn. di 
Mat., voi. 45 (1907)). 

(*****) / gruppi continui primitivi di trasformasioni cremoniatie deUo sposto [Atti della 
R. Accad. delle Se. di Torino, voi. 33 (1908)]. Le trasformaeioni infinitesime dei gruppi ere- 
fnoniani tipici dello spazio : due Note. Rend. della R. Accad. dei Lincei (5) voi. 7, (1898)]. 

(******) / gruppi di Jonquières generalizzati |Mem. della R. Acc. delle Se. di Torino, 
voi. 48 (1898)). 
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siotialnit'rile equivalenti o ii gru|t|)i iiroicUìvì, <> n ì.''|'U|)|jì (vnifuniii. u a. 
)<ruppì liei JiixQUiÀiiiCK xen^ruliz/iili. o. iiiliiif, ii <lue i^i'U|)|ii ben ileleniii- 
riati ■x.\ seniplirì. lranHÌlìvÌ. iiei ((tiali lt> lratit'oririiiKÌiiiij. clit» Iìikcìriio t»rt))u 
un (luntu generico, costi tuiticonu un gruppo d'urdìrie liiiito oliUHli-trainciile 
isnraorfo al gruppo dell'altaedro o dell'ictisaeilro. 

hi un ordirif di idee affine, più di recente I'Kmuquks, lia lipreso i re- 
sulUiti della profonda analisi, cou cui il Picaiid, il P.^ixlevé. il Castelnuovo 
e lo stesso Enhiqckh avevano classificato le sii[)erfi{rie ron un K'""!'!'" '''l'a- 
zionale coutiiuio in tre famiglie: superfi<'Ie rirpribitì a rigate, superlìcie ellit- 
tiche conlenenti due fasci di curve di ugual modulo, superficie iperellitlii-lie 
delle coppie ili punti di una curva di genere due; ed è rruscito a i-aratleri/.- 
zare codeste Ire famiglie, sia sepurataiiienle sia nel loro insieme, mediante 
i valori dei relativi carattei'i invarianti {^ewen e pleiiigeneri) (*J. 

I due cicli di resultati cosi chiusi, sui gruppi creinoniani continui da una 
parte e sulle superfìcie che ammettono un gruppo siffatto ilall'idJra. costi- 
tuiscono indubbiamente uno dei più hei capitoli della teoria dei ;^ruj»pi con- 
tinui, non soltaulo per l'iniporlanza e la singolare difìicollA dei problemi ri- 
soluti, ma anche |>er la profondità di vedute e la ricchezza e genialità Ui 
spediejiti che vi furojio profuse, Taltliè si può dire oramai che siano [>oì*te, 
almeno uiiplicitau]enle, le prime basi iJì quella geumeirìa aigebnc^i ilei gi'uppi 
continui finiti, che l'opera del LiK aveva lancialo completamente ncirombra. 

In questo stestio indirizzo algebrico va [tur licordala la rjceruT sistema- 
tica, compiuta daJ Cabda, dei gruppi algebrici della retta e dd piano (**). 
Kgli ha coutólalato che, all'infuoii di un tipo di gruppi s,' della retta (•**), i 
Irruppi al^fehrici da lui considerati compaiono già lutti fra i rappresentanti 
tìpici assegnati dal Lnc nelle sue tabelle dei gi'uppi della retta e del plano. 

II Cahua Ila di più niestso m luce un'inteiessaute claBse di equazioni 
differenziali integiuhili alffebricamente. L'equazione X\^^ I. dove A" è il sim- 



(*) tfuJls suiier[ìi-i^ aliiebrkhe che ai>i>tu<Hon<i un uruppo coiiiiuuuilì lrasfiirmti:ùiui hirutùi' 
maii i» *è alwae jH«Tid. dW Ciri-. ituU. di PtUt-niio. L <9I (IM6)|. 

t**) /.ur Tlieorìv der aUji^iraidduu Vrruftpf.udur QtsrinìfHMtut tiri- liliVHt!\ÌKtitìnÌjiiì.'{bv^]i\h. 
U. Pfays., v«l. It (IJHil)i|' ~~ Vtbtr eiun Schar tIniii/lieiirìifKr ttiijebraùck':r Orupptu drr h'hew; 
[lloaatsii. lUr Multi, u. Pti^H.. v»l. 17 {X9m% 

!"•) CoRif nota il CARbA utaHw*, i triupl"* fiÌK«^brui »' di'Ila retta eraiio ^\k kUUj iniplli'i- 
UuDL'nle detfrmioali 6aX Wiìiiuisthass: <:rr. Kohlhaici. (/«ber cmm (teivitse KlaiuK rvnKnHier- 
Ikher (irujijiBn unii ìkreii Ì!H»ainiH«Hluiii'j mil ilen AiUlitiimalhetifemtit, Diss. Huik' li. S. IMM). 
Annali di Mule»,alka. S,;rie 111, Twiio XV. V) 
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bolo di una qualsiasi trasformazione infinitesima algebrica in una sola va- 
riabile, ammette soltanto curve integrali algebriche, di genere 0. L'integra- 
zione diretta, che il Carda ha compiuto esplicitamente per » = 3, conduce 
per n > 2 alla considerazione di integrali pseudo-abeliani, che rappresentano 
funzioni algebriche. 



Spazi che ammettono gruppi di movimenti. 

Un altro indirizzo fecondo di nuovi e importanti risultati trasse origine 
dalle ricerche e dalle conclusioni del Bianchi sugli spazi a tre dimensioni con 
un gruppo continuo di niovimepiti (*). A tali ricerche si connette immediata- 
mente la Dissertazione del Rimini, in cui son messe in luce alcune notevoli 
ed eleganti proprietà di quei tre spazi del Bianchi a curvatura variabile, che 
ammettono un gruppo di movimenti a quattro parametri (**). 

Da un altro punto di vista, il problema stesso degli spazi a tre dimen- 
sioni con un gruppo continuo di movimenti è stato oggetto di indagini da 
parte del Ricci, il quale, in base ai suoi metodi di Calcolo differenziale OrS- 
solutOj ha risolto la seguente questione : Dato in coordinate generali l'ele- 
mento lineare di una varietà qualsiasi a tre dimensioni, riconoscere se in essa 
siano possibili movimenti rigidi e, in caso affermativo, determinarne il gruppo 
mediante le equazioni di definizione (***). — Più di recente il Ricci ha esteso 
ad una varietà a quante si vogliono dimensioni alcuni dei risultati fonda- 
mentali, a cui era giunta per le V^ in quella sua prima ricerca (****). 

Dallo stesso indirizzo aperto dalla citata Memoria del Bianchi è derivato 
ancora un ampio e complesso gruppo di ricerche del Fubini, delle quali io 
qui non posso illustrare che un solo aspetto, in quanto, limitandomi alle 



(*) Sugli spazi a tre dimefisioni^ che amtnettoìw un gruppo continuo di movimenti [Mein. 
della Soc. it. delle Se. (3), t. 11 (18^)7)1. 

(**) Sugli spazi a tre dimensioni, che ammattono un gruppo a qmUtro parametri di imo- 
vimenti [Ann. della R. Se. Norm. Sup. di Pisa, voi. 9 (1904)]. 

(***) Sui gruppi continui di movimenti in una varietà qualunque a tre dimensioni [Mem. 
della Soc. it. delle Se, (3), t. 12 (1899)]. Cfr. anche Ricci-Levi Civita: Méihodes de Calcul 
différentiél absolu et leurs applications [Math. Ann., t. 54 (1900)]. 

(****) Sui gruppi continui di movipnenti rigidi negli iperspazi (Rend. della R. Acc. dei 
Lìncei (5), voi. 14, (1905)]. 



^ I 
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conclusioni che interessano la teoria dei ffruppi continui, liovrò lasciare nel- 
l'ombra i molti importanti leijultati aritmetici e analitici, a cui qiitlle iuda- 
jliiii hanno approilato. 

il Flbisi, nttaceando senz'altro il problema generale degli spazi a «di- 
mensioni con un gruppo continuo di movimenti, ha assegnato in forma sin- 
tetica notevolissima le condizioni necessarie e sufficienti, affinchè un gruppo 
possa essere ammesso come gruppo di movimenti da un qualche spazio; ed. 
in base a tale resultato, ha messo in luce come basti la risoluzione dì equa- 
zioni algebriche per determinare, mediante le loro trasformazioni infinitesime. 
tutti i gruppi che si possono considerare gruppi di movimenti; e come con 
sole quadrature si possano poi ottenere gli elementi lineari degli spazi cor- 
rispondenti. Ha esaurito poi. in base ai suo metodo generale e ad un altro 
procedimento speciale più rapido, la ricerca dei gruppi di movimenti che 
contengono non più di quattro trasformazioni infinitesime indipendenti e, 
quindi, degli spazi a quattro dimensioni con un gruppo di movimenti. No- 
tevoli in queste ricerche per la loro novità e fors'anche per la loro più ampia 
portata, sono alcune osservazioni sui gruppi discontinui contenuti nei gruppi 
continui di movimenti degli spazi a tre dimensioni (•). 

Come prima generalizzazione del problema del Bianchi, il Fl'Bini ha 
studiato gli spazi che ammettono un gruppo conforme, scindendo anche qui 
il problema in due: I." <letermina7,ione ilei gruppi suscettibili di essere con- 
siderati come gruppi conformi di qualche spazio; 2." costruzione effettiva 
dell'elemento lineare corrispondente. Egli ha cosi messo in luce l'intima con- 
nessione, in cui la teoria dei gruppi conformi sUi per Ama parte con la teoria 
dei gruppi di movimenti {•*) e per l'altra, generalizzando in una divei-sa di- 
rezione, coi gruppi di trasformazioni puntuali o di contalto, clic in una me- 
trica qualsiasi conservano le ipersfere (*•"!. 

Mìi il più importante contributo recato dal Fubtni in quest'ordine di ri- 



(•) Sugli spasi fh-* ammeMono un gruppo continuo di monimenli [Renil. dell» R. Acc. 
dei Lincei (5) 11, (lìXB) ; Ann. di Mat. (.9) voi. S {ÌVOÌ)\. - SugU spati a quaiiro ditnetteioni che 
tuHiHeitoito Nit gruppo continuo di movimenti [Adii, di Mat. (S) vul. 9 (1903)), — Sulla teoria 
(bllB forme qHarìrotiche llertniliane e dei aisltini di tali fornis [Alti dell'Afe. Gioeiija (4) vo- 
lume 17 |I904)|. 

(•') Sulla teoria degli spasi che ammettono un gruppo conforme ]Atti della R, Acc. delle 
St". di Torino, voi. 38 {!003)|. 

(•••) Sulla teoria itelle ipersfere s dei gruppi ciiiiforini in una nmlrieo quatumiue [Rend. del 
R. lai. Loiiib. (-ì) vul. ;W (1905)]. 
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cerche è la ileterniinazione degli spazi, che ammettono un gruppo continuo, 
il quale permuti le une nelle altre le geodetiche. Per mezzo di una analisi 
veramente perspicacissima, egli è riuscito per così dire a decomporre la dif- 
ficoltà del problema, riducendo la discussione che direttamente porterebbe 
ad equazioni alle derivate parziali del 2.^ ordine, al successivo studio di si- 
stemi di equazioni alle derivate parziali del 1.^ ordine o di sole equazioni 
differenziali ordinarie. Ha potuto così mostrare come si possa rapidamente 
risolvere il problema nel caso delle superfìcie, già trattato in parte dal Lie 
e sostanzialmente esaurito dalle ricerche del Kobnigs e del Raffy; ha com- 
piuto esplicitamente la determinazione delle varietà a tre dimensioni che 
ammettono un gruppo continuo di trasforniazioni geodetiche e ha mostrato 
come, esclusi alcuni casi specialissimi, il suo metodo di discussione valga ad 
esaurire il problema anche in uno spazio a quante si vogliono dimensioni (*). 
Godeste varie questioni gruppali, risolute dal Fubini, rientrano tutte come 
casi particolari nella questione generale di determinare tutti i problemi di- 
namici, pei quali esiste un gruppo continuo che permuti le une nelle altre 
le traiettorie. Anche di sifTatta questióne dinamica il Fubini si è occupato 
con successo, studiando in generale e determinando nel caso di tre coordi- 
nate libere quei problemi dinamici conservativi, che ammettono gruppi con- 
tinui di trasformazioni del Darboux (cioè gruppi di trasformazioni che per- 
mutino gli uni negli altri gli oo* fasci di traiettorie corrispondenti ai diversi 
valori della costante delle forze vive), e risolvendo il problema nella sua 
generalitA per i problemi dinamici in due sole variabili (**). 



Altri cjRUPPr continui finiti particolari. 

Oramai a completare la nostra rassegna dei resultati ottenuti in que- 
st'ultimo decennio nella teoria dei gruppi continui finiti non resta più che 
far cenno di alcune determinazioni di argomento assai vario. 



(*) Sui gruppi di tra^tfor magioni geodetiche [Meni, della R. Acc. delle Se. di Torino, (i) 
voi. 53 (1903)]. 

(**) Ricerche gruppali relative alle equazioni della dinami4:a; tre Note; [Read, della R. Acc. 
del Lincei (5) voi. ì^ e 1?| (1904)]. — Sulle traiettorie di uh problema dinamico [Rend. de 
Circ. mat. dì Palmno. t. 18 {i<m)\. 
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Il ntAKt:Hi ha Ktiiiliati) i s(illo»;t-u)ipì linìli <lei due grupiii tontìiiiiì itili- 
iiiti ilelle trasforninzioiii p((iii valenti e (ielle tra sforni azioni pro|>or7,Ìoiiali, coni- 
piendone la determ inazione nel raso del piano (•). 

VA io, per completare la classificazione dei gruppi conliiuii finiti pun- 
liiali dello spazio, ho delerniinato. in base ad un proredimento j^ià indinito 
dal LiK, i sr''iip|)t elle trasformano in sé una congruenzft dì curve e operano 
su rjiiesle impriniitivamente (**). 

K poi noto {•Olile il l^iK, nelle sue elassiche ricerelie sui foiKljimcnti della 
fleometria sia stato rondollo a classificare quei gmppi fiunluali di S,. rispetto 
Il fili due punti ammettono un invariante ed uno solo, e due o più punti non 
hanno nessun invariante essenziale (cioè indipendente dall'invariiinle delle 
roppie). Questo prolilenia ^fruppale ha dato occasione a due diverse generaliz- 
zazioni ; per una parte il Bi.ii;HFKt,DT ha ileterminato i gruppi dì .S', . che ope- 
rano Iransitivamente sulle coppie e possiedono uno o più invarianti essenziali 
per le terne di punii (***): d'altro franto il Kowai.?:\vski ha risolnlo il problema 
stess)) del LiK in S, e, senza limitazioni relative alla realitili, in .S'i (•*•*). E 
di qui poi, ampliando la ricerea, ha preso. le mosse per determinare tutti i 
gruppi primitivi dello spazio a cinque dimensioni (*•***). 

Dei {/ruppi coittinui finiti di trasformazioni lìi contatto erano già stati 
resi no^ dal Lii: tutti i tipi del piano e tre tipi di g:ruppi esistenti in o^ni 
spazio, lìi cui uno soltanto è primitivo ("•"•"•), L'Esiìrl, cercando un rappre- 



(•) Hui grappi fOHtinMì finili di trasformazioni che foitneiviuo h at-ee od i volumi |Alti 
ilHIti It. Art', della Sv. ili Torino, voi. ;18 (I903)|. — Sui urupfi rouliniti finiti dilrasforma- 
tUmi prttporeionali [Ibid,. ibid.|. 

(•") Confriliutfì alln d»lerminnMÌoM dei yrnppi eonthi»! finiti ileltii spalili ordinarlo 
|Gii}n), di Mateinalkhe &) voi. il {iWi)]. 

("••) fili « rerlniìi clnsH of Croiips of TrnnafnrmaHon in Spaee of thrte Ditnension» [Atner. 
Jouri). of Mnlh. voi. 4* (ltìOIH|. PoHsiamo mordare qui che lo sleaeo autore ha miche rifatto 
In cletormiiiii;(ioiip dei ^rniiipi pontintii Uniti, iirimitivi del piano [TntriB. of the Am. Mulh. 
Sov.. voi. t |1«ll)|. 

(****) Utb«r eÌH« Kattigorie von TraHKfnn»ation»grì*pptH einer vierrlii»«tiaiount«ii M'tn- 
iUafaUÌaìi*it \he\\n. Ber., voi. Wt (I89S)|. 

(*""•*) Die primiliven Tmttsfnriil'ilinnsiiriippfii in fihif Verniiilerlkìicn |Leipz. Rrr,, 
voi. RI (18W)|. 

(••••••) CO", p. l's. Lus-Enoel, Thforie dm- TraniìformaiimtsgrHppeii , voi. Il, (Jip. 23-2.'», Qui 

mei-ita di essei-e ricni-dala la Nola d'alio SoHRPFRim. SgttlhtUiiclte BentimMuita aller ftemkrutio»- 
trantfiirmnlioMn der KreiM ih dif Elt«u« |L«ipz. Ber,, voi. 51 (1800)], -~ Per altre i^iiiaideri^ 
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sentante della composizione semplice a 14 parametri scoperta dal Killing, 
aveva costruito un tipo notevolissimo di gruppi cx)** di trasformazioni di con- 
tatto di Ss, operanti primitivamente nello 1S5 degli elementi di superfìcie (*) ; e 
lo ScHEFFERS, nella sua dissertazione, aveva classificato quei gruppi continui 
finiti di trasformazioni di contatto dello spazio, che trasformano le une nelle 
altre 00* equazioni alle derivate parziali del I.^ ordine (**). 

Ora il KowALEwsKi, determinando i gruppi primitivi di S^ (***), ha con- 
statato che in «Ss non esistono altri gruppi continui finiti primitivi di trasfor- 
mazioni di contatto all'infuori dei due tipi del Lie e deirEKOEL; e I'Oseen ha 
determinato alcune nuove classi di gruppi di trasformazioni di contatto di S, 
(operanti imprimitivamente nel solito S5) (****); talché a completare la clas- 
sificazione in Si mancano. oramai soltanto i tipi di una categoria di gruppi 
ben definita e non priva, a dir vero, d'interesse pei problemi di integrazione: 
quella dei gruppi di trasformazioni di contatto, che moltiplicano il solito 

pfaflRano 

d z — pd X — qd 1/ 

per una costante, e trasformano fra loro imprimitivamente le variabili or, 

zioni geometriche in proposito si veda AV. de Tannbnberg, Sur quelques transfórmaiiotis de 
contact [Coniptes Rendus, t. 134 (1903)]. — Ludwig, IJéber d^n Zusdmmenhang der Berfih- 
rungstraìisformntionen der Kreise ehier Ebene mit der confornien Abbildungen des Raumes [Rend. 
del Gin*, mat. di Palermo, t. 23 (1907)]. Il Ludwig ha poi anche studiato il gruppo 00" delle 
trasformazioni di contatto algebriche su di una sfera, che trasformano cerchi in cerchi : Ueher 
die BerUhrungstransformationen der Kreise aufeiner Kugel. [Deutsche Math. Ver. t. 14 (1905)]. 
(*) Questo gruppo, noto airExoEL fin dal 1888, fu fatto conoscere da lui al pubblico ma- 
tematico solo nel 1893 [Sur un groupe simple à quatorse paramètres : Comptes rendus, t. 116]: 
simultaneamente esso veniva scoperto dal Gartan [Comptes rendus, ibid.]. Si riferiscono a 
siffatto gruppo i recenti lavori deirENOEL, citati a pag. 302. 

(**) Bestimmung eitier Kìasse von Beruhrungstraìisformationsgruppen dea dreifctch au- 
gesdehnten Raumes [Acta math., t. 14 (1891)]. 

(***) Die primitiven Transforntationsgruppen in fùnf Verdnderlichen [Leipz. Ber. , 
voi. 51 (1899)]. 

(****) Ueber einige irreduciblen Gruppen von BertVtrungstraìisformationen im Raume [Oefr. 
af Jc. Vetenskaps-Akad. Fòrhandl., 1901]. — Ueber die endlichen, cotUinuierlichen, irredu- 
ciblen Beriihrungstran^formationsgruppen im Raume [Disserta t ion ; Lund, 1901]. 

(*****) A proposito della teoria delle trasformazioni di contatto possiamo ricordare le ricer- 
che del LiEBMANN (Zur Theorie der erweiterten Ber iihrungstransf orni atiotien [Leipz. Ber., voi. 51 
(1899)]) il quale ha ridimostrato i teoremi fondamentali del Backlund e dell'ENOEL sulle tra- 
sformazioni osculatone di qualsivoglia ordine delle varietà Vm di un Sn : in base a tali teoremi 
codesto trasformazioni si riducono a trasformazioni di contatto estese se m = n — 1, a trasfor- 
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A (luestc ileleriiiiri;iziiirii dì gruppi di li'ast'iirrnuzioni di coiitattn vanim 
ravvicinate le licert^lie del Kuwalkhnki sui sisLeini pfaHiHui, v\w. aiiiiiictlotii) 
un gruppo continuo tuiìlo r|i trasfonnazioui ; la consìdei'azione di sifiallì si- 
stemi si [HTsoiitu natii mi me 11 te nelle indu^fìni relative ai gruppi |)unluali 
primitivi «li uno spazio qualsivoglia. — Sono foiidaiiientalì in ([uest* online, 
(li idee i resultati dell'ENOEL sulla teoria invariantiva dei sistemi ptaftiani (*), 
resultati su cui forse rattenzinne dei matematici non si è fermata quanto essi 
meritavano. In base ad essi il Kowalkwski lia stabilito iUcune conclusioni 
generali che escono dal quadro di (|ue3to rapporto, sui sistemi pfaftiani a 
cui sono connessi invariantivamente sistemi illimitatamente integrabili: nei 
riguardi della teoria dei gruppi egli lia determinato tutti i sistemi pfaflìani 
in cinque (•*) e sei (••*) variabili che ammettono un gruppo continuo tinilo 
primitivo di trastbrmazioni puntuali, e ha dimostrato, come corollario dei 
suoi teoremi generali, die in otto variitbili non esiste nessun sistema iil'aT- 
tiano che sia invariante rispetto ad un gruppo di trasformazioni puntuali (**••). 



(■HLIM'l lUlNTlNLI KINITI V.U KyL*A/,IO,\[ DlKFKHK.SV.iALI. 

Siamo così oramai entrati in quell'ordine di indagini, che furono dirette 
a delenninare e studiare equazioni e sistemi differenziali, die ammettono 
un gruppo continuo finito di trasformazioni (•**••). 



mazioni puntuali esitent' si' m<ii— I. Anrhe il Pascal ha itóHt-Kiiatu unii vrrifu-a HiretUi 
(l«l teorema del Backlush nel piano [Renit. de! Gire, mat, di Palermo, voi. 18 (19(H}|. — 
Ancora nella Iporia d«lle tiaafor (nazioni di contatto, ma in un altro ordine di idee, poiwiiimu 
i|ui rk'ordan' la Dissertazione (ili OiiKinìWALU) di V. ,1. Dohmen {DatxtéHwm der Bfràhrungg- 
tmHafnrntalioHtii in Knanexkiioerliaaten [Le\\m^. 191)51). '' «lunlt' h« studialo sialematica- 
mentv i vari modi, in cnl una Irasformazìono di contatto dì S, è rappresenta bile come una 
trssrormazione delle 'i ii +4 coordinale omogenee di punto e di piano. 

(•) Zur Inofirianlenthifùrie iler Sjfstfme von Pfnff'sehen QlèichtmiieH [Leipz. Ber, voi. Il 
(tSM) voi. ii tt490)|. 

("*) 7)i* primilipen Tramtf'irrKaiionsgrupiieii in funf Vvranrlertich^ii [iif.ìiy/.. Ht'r. . 
voi. 51 {ifm)]. 

(••*) Uther Sf/stri»« vo» Pfnffsrhtn G-lfMiu-injn» mit "iw^r primilivitn Truìinfiiriiinlìmiii- 
OTUppen [Leipz. Ber., voi. 51 (!»«), 

("•") Ihher SysUnu: vou Ffnffschen ahìckungea (Leipz. Ber. voi. 53 (l«01)|. 
(••"•) Non sarà (juifunrili propoaito il ricordare il • VorIJiutljfpr Bericht» dello Schkkfek.*, 
Uebtr fntftratìniisth^.ori«n vnn Siiphii» lAe [.lahresbcr. der deutsclieii Malh.-Ver. voi. lì (10U3)|, 
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(x) CzuBRK ha rieiaborato sisteniaticamente^ per una via alquanto di- 
versa da quella del TìIk, la teoria dei gruppi a un parametro del piano e 
la loro applicazione alla teoria di integrazione delle equazioni differenziali 
ordinarie del 1.^ ordine (*). 

n BouLAXGKK ha dimostralo che le equazioni differenziali ordinarie del 
JJ.® ordine che hanno la forma 

dove R è funzionale razionale di y\ y" e analitica di x e y^ e che ammet- 
tono un gruppo continuo oc' 

x,=x, y, = F{x, y, a, 6, e), 

sono o lineari o riducibili a lineari mediante una trasformazione della va- 
riabile, associata eventualmente, ad un ciimbiamento di funzione (**); cosicché 
è vernila a mancare la speranza di poter giungere per questa via alla deter- 
minazione di nuove classi di trascendenti. 

Sui sistemi di equazioni differenziali ordinarie, che ammettono un gruppo 
continuo fuiito di trasformazioni puntuali, ha istituito una ricerca sistematica 
diretta (***) lo Zindlek, il quale è giunto in particolare alla determinazione 
di tutti i sistemi differenziali in tre funzioni incognite, che ammettono un 
gruppo continuo puntuale ^\ »*, o 'X)*, limitandosi in quest'ultimo caso 
ai gruppi , che contengono un sottogruppo invariante abeliano e transi- 
tivo (****). 



iK-il quale sono discusse nei loro graduale svUuppo le vedute e le couclufiloni dej Liis iaiomo 
al problema dell* ìniegnizione di un sistema completo, clie omnietta trasformazioni infinite- 
sinie note. É vivamente desiderabile che «sia presto pubblicalo il « Bericht » definitivo. 

<*) Zur Theorie der eiugliedrigeti Gruppen in der ESbene uud ikren' Begiehunyeu bu (ìer 
ifewohitliekeH DiffsremtéaìgiekhutigeH I"" Onlnung [Wieu. Her, voi. lid (19(13)]. -^ Zu/r Geometrie 
iler gcìciihnlichen DifferenUalgìeiehuHgeH [Festschrift L. Bolt^uuaun gowidmet <190i)J. 

(**) Sur leg éqmUiomt différeutieiies du iroùfiéme ordre, qui admeUeiU im» groupe co*Uinu 
(le trai^fonnations [Gomptes Reiidus, t. I3() (1903); Bull, de la Soc. matb. de France, t. 31 
(1903)]. 

(***) Bastava aumentare il numero delle variabili o Tordiue massimo dì derivasùooe per 
ricadere nel caso di un sistema del 1." ordine o di un'unica equazione diflereuziaie in due 
variabili. >fa è chiaro che in tal modo si giuufi^e a sistemi diiferenziali eòe iioo sono com- 
pletamente equivalenti ai dati. 

(****) Ueber simtuUame gettxVuUieke DiffereHtialyleickuHgeH, weìche cotUmmerUcke Trangfor- 
matioìuigruppen gestaUen jMonatsh. fiir Matfa. und Ptiys., voi. 11 (1900)]. 



lioi»» la morie di Sophim l.ie ( 



]H9ti-1907ì. 



;;i5 



il i'.xjAPnKLì. i*i tia i'Ui.Sitìlk'^li) i lìjii ili equu^iuiiì liiiuuri allr ili'rìvair 
parziali ilei t." uidiiie in Iva vuiialiìli Ìndi puii Umili, clie uiiiiiielloiKi un ;[niiij)(i 
coiitiimii (ti tiasfui'tnazioni a non {ùù ili tre pamnieIrU**). 

Iiifiuf il \V'ii.i:zrNSKi, gè Iterai izza lido, iti un cerio senso, i Kislerni dirtc- 
teiiziali con soluzioni finidiiiiieiilAli, ha rutiKÌdi>nito (***) quei sititeiiii (lìtTe- 
reijziali ordiiiiiri in n futiziotii ini:ogitit^. hi cui )«oliiziuiu> generale i>,ii=l, 

'ì ti) ni ottiene da utia soluzione {lurtirolare ijuabiiasi y.(i = \, $,,.,, ti) 

tiieilianli; rela'/ìoni della ruriiia(****| 



, = V 



?,. (A ' 



<.*/) 



lime k 0;i fioiio funzioni uniformi della x. 

Queste relazioni, ove si i-ousideii la x cunjf una vaiialtile itoti tiasfor- 
tnala. definiscono un trriippo cotitinuo -k'', rlie il U'ti.czi«sKi i-liiania linttnroiile, 
deMÌ(|[iiando con lo kU-sho nome i sistemi differenziali snìiidieali. .Sulla na- 
tura analitica delle uoluzioni di tiueiiti sistemi, i quali hanno ]i(inli eritiei 
fissi, il WlLs^ilNSKi ha compiuto uii'inilaifine d'indole generale, procedendo 
poi ad una determinazione eompleta dei gruppi linearoidi in due variabili 
e dei cojTJJipondenU sistemi differenziali. 



(') On the Typev vf linear fiartial iliffer»nlial Kqit'tl iuii-n <i( Hip bpcuiuì uril'ir in Ibref- Ìii- 
tUi>«ntteHt varinbUis ivklck are Hiialten:'! hy the TraunfiirmalioHS itf n- rontinniiua Oriiup jTritiiB. 
of the Am. mnlh, Soc., t. 1 (1900)1. 

(••) in basp a (■«iicelti (tnippali il Bisixincini 1ih tlnssitlcati i problemi ditiamiri relativi 
a quei sintriai itlunoiuì, u legumi Ìml!|ittiidieQti dui b'iiipu, i nuuli. i|utiii<lu limi a|{ÌMC(ino furzc, 
nmmeUoiio un gruppo dì itilf(;rali fon da ino ti tali {Di una et/utulficneìoM' lUi prottlemi diiiantiei 
(Nuovo Cimrato l'it voi- 1 (IVOl)!). ho at«siw «utorr, hiiIìp tru-rt- dcllp rii'«n'^ <(«l Levi 
Civita sui poteiimli Itiiuiri. ha applJwih) cooeidiraxiuni Ki'i>|)r>"li a (lrlei'iiiiiiiti'i> ì lijù ili solu- 
zioni ilf^Uit i-<iuaxionf 

ch<^ ni poeeonu faf dippodeit' da dae (lolJ parametri iSmlU' iiU/ruxiniti di mm rnvuttraiia che 
si po»m>»o far dipeiulere da rfw? Mli paraiuefri jllem. dcJU R. .U^r. ddle Sr. di Torino, (8) 
voi. 54 (1003)1). A ipiuslo siessv oi-diiie dì idpp apparlìcno anche la mia H«nioria : jFV/m iJÌ 
poteatiali cjte. dicwi per iuta fuuihìie fiiuui. ni poMOHo far dipeiulef" dn due aule oarinbili 
JReiid. dfl Gire. uuL dì Puleniw. L Iti (lt)U2)]. 

1***) Om SgitUiH* of nutltiform fuucliotu het-mi/iHH l» a grOup uf linear hutuililtUiiiiui with 
imiform coefficieHiii jAitier. Jourii, of Malb., voi. 31 (IHiW)]. — 0» Uuearoid DiffireuiUtì Equa- 
lum« |U>Ìd.. iliid.j. — Oh couIìhuoms Biimi-g lAuearoid Groayti awl the eorttupuuilìtia Diffo- 
retUéai &iUtUù„m awl A rutu-iiona |]bid., vul. M [l90U)j. 

<**") 8i traUerebbp di ([larLieuliUi) sutemi diflereiuinii wn eolu/ìotii l'oiuljiineiiUli bc k' 
f* btmvTo iudiputiili'oti da r. 

Annidi di Mutemnlic», Serie III, Turno XV. 41 
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Di nuovi contributi alle teorie di clasHficazioìie e integrazione delle equa- 
zioni e sistemi differenziali sulla base dei rispettivi gruppi di razionalità 
avremo a far cenno più innanzi, nel render conto delle indagini sui gruppi 
continui infiniti. 

Qui intanto vanno menzionate le ricerche del Marotte, il quale ha messo 
sovratutto in luce come per lo studio analitico delle singolarità di un'equa- 
zione differenziale lineare a coefficienti razionali e per la classificazione delle 
trascendenti che la integrano si presenti naturale e vantaggiosa la conside 
razione di quei sottogruppi del gruppo di razionalità di Picard-Vessiot, che 
egli chiama gruppi di nieromorfia relativi ai vari punti singolari dell'equa- 
zione e che, in sostanza, godono, ciascuno nell'intorno di un punto singolare, 
di proprietà caratteristiche analoghe a quelle, che definiscono il gruppo di 
razionalità rispetto a tutto il piano complesso (*). 

In altra direzione ha tratto largo profitto dalla teoria del gruppo di ra- 
zionalità il Fano nelle indagini che, sulla base di considerazioni geometriche, 
ha compiuto intorno alle equazioni differenziali lineari omogenee, le cui so- 
luzioni fondamentali sono legate da relazioni algebriche (**). 

Da ultimo, in quest'ordine di idee, meritano un cenno le ricerche del 
LoEwv sulla reducibilità delle equazioni differenziali lineari in relazione col 
rispettivo gruppo di razionalità {***), e le sue considerazioni sui fondamenti 
della teoria di Pigard-Vessiot (****). 



(*) Lea éqiMtioihs différentielles Utu^aires et la théorie des yroupes [Ann. de la Faculté 
des Sciences de Toulouse, t. 12 (1898)). 

(**) Queste ricerche sono in parte anteriori al decennio di cui qui ci occupiamo. Noi ci 
limiteremo a ricordare le note sulle equazioni differenziali che appartengono alla stessa specie 
delle loro aggiunte [Atti della R. Acc. delle Se. di Torino, voi. 34 (1899): Rend. Lincei, (5) 
voi. 8, (1899)1 e Tampia Memoria, in cui sono riassunte e coordinate tutte le precedenti ri- 
cerche del Fano, Ueber liitsare honwgetès Differentialgleichungen mii algebraiscìten ReUUiatien 
zwischen der FundamentaUosungen [Math. Ann., voi. 53 (1900)]. Alle Note del Fano, dianzi 
citate, si riattaccano direttamente due Note del Loewy [Comptes rendus, t. 133 (1901); Mflnch. 
Berichte, voi. 32 (1902)]. 

(***) Ueber die irreduciblen Fact^ren eines linearen koìnogetien DifferenttoJausdruckes [Leipz. 
Ber., voi. 54 (1902)]. — Ueber reduzible lineare ìwmogene Differentialgleichufigen [G6tt. Nach- 
richten (1902); Math. Ann., voi. 56 (1903)]. Un notevole teorema sulle varie possibili decom- 
posizioni in fattori di una forma differenziale lineare (teorema ridimostrato nella prima delle 
due note precedenti) si trova in Landau, Ein Sats Uber die Zerlegung homogener Ufiearer Dif- 
fereniialausdriicke in irreducibìe Factoren [Journ. f. d. r. u. ang. Math., voi. 124 (1901)]. 

(****) Sur les groupes de tran^formations d^ équatiotis différentielles litiéaires [Bull, des Se. 
math., (2) t. 26 (1902)]. — Ueber die Adjunciion von Integralen liìiearer homogener Differet^ 
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Compiuta così la nostra sommaria rassegna dei lavori sulla teoria dei 
gruppi continui finiti, accennerò, prima di passare ai gruppi infiniti nel senso 
del Lie, a due specie di gruppi, presentatesi spontaneamente all'attenzione 
dei matematici, e che un giorno potranno essere argomento di indagine 
proficua. 

S, Kantor, nell'ultimo suo lavoro, riferendosi al gruppo delle trasfor- 
mazioni birazionali di uno spazio qualsiasi, ha mostrato, fra considerazioni e 
deduzioni, a dir vero, assai nebulose, l'opportunità di studiare i gruppi misti 
a infinite schiere, anche nel caso in cui le trasformazioni che appartengono 
al prodotto jii due fra codeste schiere non siano date né da un'unica schiera 
uè da un numero finito fra esse (*). 

J. Le Roux, d'altra parte, introdotte nello studio dei sistemi di equazioni 
alle derivate parziali le funzioni analitiche di un numero infinito di variabili, 
e considerate le soluzioni generali come funzioni delle variabili indipendenti, 
dei loro valori iniziali e dei valori iniziali dei parametri fondamentali (che, 
tolto il caso dei sistemi del Ma ver, sono in numero infinito) mostra come 
allo studio delle variazioni che codeste soluzioni subiscono al variare dei 
' valori iniziali vadano naturalmente connessi certi gruppi continui di trasfor- 
mazioni ad un numero finito di parametri, ma operanti su di un numero 
infinito di variabili. Delle sue ricerche in proposito il Le Roux, eh' io mi 
sappia, ha pubblicato soltanto la prima parte, che, in quest'ordine di idee 
gmppale, non va oltre le prime definizioni (**). 



iiaìgleichungen [Math. Ann., voi. 59(1904)]. Cfr. anche 2^r Gruppentheorie mit Anwendungen 
auf die Theorie der linearen homogenen DifferentiaXgleichungen [Trans, of the Am. Math. Soc., 
voi. 5 (1904)]. 

(*) Uéber eine nene Klasse gemischter Gruppen und eine Froge iiher die birafionalen Tran- 
aformationen [Wien. Berichte, voi. ìì^ (1903)]. 

(•*) Recherches sur les éqiMtiofis aiix dérivées patiielles [Journal de mathéma:tiques (5) t. 9 
(1903)]. 
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Gruppi continut infiniti speciali. 

Passando ai gruppi continui infiniti nel senso del Lie, enumererò anzi- 
tutto rapidamente le varie classi particolari di gruppi infiniti che in questo 
campo furono oggetto di indagine durante l'ultimo decennio. 

Il KowALEWSKi Ila dimostrato che in cinque variabili non esistono altri 
gruppi continui infiniti primitivi all' infuori dei tre tipi resi noti dal Lie: 
gruppo puntuale totale, gruppo delle trasformazioni proporzionali e gruppo 
delle trasformazioni equivalenti (♦). 

lo trassi di qui occasione a constatare che lo stesso accade in S^y mentre 
in 5s, accanto ai tre gruppi del Lie è primitivo anche il gruppo puntuale 
infinito che trasforma in sé l'equazione pfafflana 

d z — y d X = ^^ 

(gruppo delle trasformazioni di contatto del piano (*♦). 

L'Engel, riprendendo una ricerca iniziata dal Vivanti {***) e completata 
da E. V. Weber (****), ha determinato, analogamente a quanto egli aveva fatto 
per le trasformazioni infinitesime di contatto (**♦♦♦), tutte le trasformazioni 
infinitesime che lasciano inalterata un'equazione pfafflana qualsivoglia (*♦«««♦). 
e, sulle tracce della ricerca dell'ENoEL, F. Winkler, nella sua Dissertazione 
di Lipsia, ha determinato le trasformazioni infinitesime che trasformano in 
sé un pfaffiano qualsiasi, a meno di un fattore numerico e di un termine 
addittivo, che sia un differenziale esatto (♦*♦**♦♦). 



(*) Die pediniti veìi Trauaformaiionsgruppen iti fUnf VeMnderliehen [Leipz. Ber., 
voi. 51 (1899)]. 

(**) I gruppi continui infiniti primitivi in tre e quattro varioibili [AtU della R. Accad. 
di Se. L. e A. in Modena (3) voi. 7 (1906)]. 

(***) Sulle trasformazioni infinitesime che lascùino invariata un'eqmufioHe pfaffiana 
[Rend. del Gire. niat. di Palermo, L 1^ (1898)]. 

(****) Sulle trasformazioni infinitesime che lasciano invariata un'equazione pf<$ffiana 
(Rend. del Gire. mat. di Palermo, t. 12 (1898)]. 

(*****) Kleinere Beitrage u, s, n\ UT Die infinitesimalen Berìihrungstransformationen 
[Leipz. Ber., voi. 43 (1891)]. 

(*****) Die infinitesimalen Transformationen einer Pfaffscìien Gleichung [Leipz. Ber., 
voi. 51 (1899)]. 

(******) Die infinitesimalen Transformationen, welche einen Pfaffschen Ausdruck aòsolui 
der modulo eines vollstàndigen Differentials invariant lassen [Dissertation, Leipzig (1905)]. 



(topo In minte ili Soplim Uè (ISÌèft 1907). 



ai!) 



Ad aiialot^lii prolileiiii per le furme ai differenziali d'ordine sii|)('rÌore al 
1." e ili particolare del 2." online ha recalo il I'ascai, notevoli coiilrilmti (*). 

Il FoRsvTH, riprendendo e modifioando i procedimenti delZoHAW ski (•*) 
Ita determinato e discusso, con uniformità di metodo e in base alle vedute del 
LiK, gli invarianti differenziali delle lurve nel piano (***) e su di una superficie 
f|unlsiasi e***! e delle curve e delle superlicie rietln spazio (***•*) (****••), 

Il Wir-czrxPKr, peneralizzantlo le classiche ricerche del Lacìlìerhk, dello 
HAUriifis, del Bkioscui {****«**)^ ha determinalo il gruppo puntuale ininiito, che 
lascia inalterata la forma di un qualsiasi sistema di equazioni di fiere uzi ali 
lineari ordinarie in più funzioni incofrnite e ne ha studiato gli invarianti dif- 
ferenziali, costruendo esplicitamente il sistema completo nel caso particolare 
di due equazioni del f." ordine fra due sole funzioni. 

Come ad ngin equazione differenziale lineare corrisponde un tipo proiet- 
livo di curva integrale, eoa! ad ogni sistema di due equazioni differenziali lineari 
ordinarie del 2." ordine fra due funzioni si può associare un tipo proiettivo ili 
Huperlicie rigata : e perciò il Wiuizisski ha applicato ì suoi resultati allo si udio 
delle proprietiì proiettive differenziali delle superficie rigale (********). 

Il MkdotjAohi, infine, ha considerato i gruppi continui infiniti che dipen- 
dono soltanto da una funzione artiitrarìa ad un solo aiyomento e ha elassi- 

(•) /rf" IrnsfnraKigioni infinilusime applicate ad una fonitn iliffereneiaU di orvfine r. 
[Rend. Lini'ei (5) voi. l?, (181)3), — Sulle traaformrusioni influilesime rftp Inscinnn inrariata unn 
forma n mta equmione ai differemlali totali |Ibid., ibld.|. 

{••) Ufber BieguntisinoarfnntKn. Etne Antrtndiifl'j rf«r Lie'richen {iraiipPiilheitHe (Afla 
inalh.. t. Ift (Iffttì)]. 

(•••) DiffifnHttal Inenrianis of a Plan« ami of Cui'mw in Ihe l'iani |Heiii!, del Ciro. 
niBl. di Palermo, t. 41 [\im)]. 

("*") The differenlial invarinnln of a surface, and Iheir ijeomelrio aiuniticaHce |PhÌl. 
Tran», voi. iOl (A) (1908); Proc. of Ihv H. Math. Soc, voi. ÌIJ. 

{...«., 37^ (hfferenlial invariante of apace [Phil. Trous. SS» (A) (!««): l'roi-, of the B. 
Halli. So*.'., voi. 7i (I9(H)|. 

{""") Rii.'erflie sugli Invarianti integrali anche in riip|H)rto folla teoriii dei gruppi cou- 
linui furono eompiute da Th. Uk Dondkx. £ltute sur Im invarianti intégraua: |Rend. del Cìir. 
malli, di Pulermo. I. 15(1901). l. U\ ([9ilfi): ApplicalUm nouveUe dea invurianta inttigranx 
IMi^m, eouronnés eie. piiblìèt) par i'Anad. de Belgique: iiuuv. sèrie; l. 1, (I9Llu)j. 

(•■•■••••) Lu Iporia invarinntiva delle equazioni difTerenziall lineari omogeDee è stala riela- 
bornta bis tetti allea mente, aecoiido i metodi del Lik, anche dal Boui^h, Invariante ofthe general 
linear iliffernniial fguntion and Ikeir relation lo tke thtory of continiuina groupn [Anier. Joiirtial 
«r Math. voi. «I (181»)|. 

(••""""*) Le numeroso Meinurie del Wii.fiiiNSKisiiirargomentuaono publilieateìn maaainin 
parte uelle Tmtenelians of the Am. Matlt. Hoeiétg a partire dal ISOI; i risultati furono espwnti 
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ficaio le equazioni alle derivate parziali del 2." ordine in due variabili indi- 
pendenti, che ammettono un gruppo puntuale siffatto (*). 

Per quanto riguarda i gruppi continui infiniti di trasformazioni di coììr 
tatto, risulta da ricerche già citate del Kowalewski (**) che ogni gruppo sif- 
fatto di Ss, il quale non coincida col gruppo totale, opera imprimitivamen te 
nello spazio a cinque dimensioni degli elementi di superfìcie. Perciò io de- 
terminai i gruppi infiniti analoghi ai gruppi finiti dello Scheffers, cioè i gruppi 
continui infiniti irreducibili di Ss che trasformano le une nelle altre »' equa- 
zioni alle derivate parziali del 1.^ ordine (***). 

11 Lebesciuk, riprendendo un problema, di cui si era già occupato il Lie, 
senza poi mai pubblicarne la soluzione, ha determinato le trasformazioni di 
contatto che ad ogni superficie minima fanno corrispondere una superficie 
minima. Sono esse trasformazioni di piani, e la più generale trasformazione 
di contatto di questo gruppo si ottiene, all' infuori di una similitudine, fis- 
sando ad arbitrio una superfìcie minima ^^ e facendo corrispondere ad ogni 
piano P il piano ad esso parallelo ed equidistante da P e dal piano tangente 
a 2o parallelamente a P. Queste stesse trasformazioni di contatto trasformano 
in sé l'insieme di tutte le superficie parallele a superficie minime (***♦). 

Da ultimo dobl)iamo qui accennare al gruppo continuo infinito i^educibile 
delle tiasformazioni di contatto equidistanti o equilunghe del piano, al quale 
lo ScHEFFERs fu coiidotto dallc- sue ricerche sulle curve isogonali ed equitan- 
genziaU (*****). Questo gruppo delle trasformazioni di contatto equidistanti è 



aìstematicamente dai Wilcztnski, insieme con una rielai)orazione personale della teoria dello 
Halphex degli invarianti proiettivi delle curve piane e gobbe, in: ProjecUm diffèrential Geo- 
metry of Curves and ruled Surfaces [Leipzig, 1906). 

(*) Sui gruppi isomorfi al gruppo di tutte le trasformazioni di una variabile (Mem. I) 
{Rend. del Gire. Mat. di Palermo, t. H (1898)]. — Classificazione delle equazioni alle derivate 
parziali del secoìhdo ordine, che nmtnettofio un gruppo infinito di trasfoì^ntazioni puntuali [Ann, 
di Mat., (3) t. 1 (1898)1. 

(**) Die primitiven Trans farm ai iofisgrupj}en in fiknf Verdnderlichen [Leipz. Ber., 
voi. 51 (1899)]. 

(***) Sui gruppi continui infiniti di trasformazioni di contatto dello spazio (Mem. della 
R. Acc. delle Se. di Torino, (2) t. 57 (1906)]. 

(****) Sur les trans formcUions de contact des surfaces minimo [Bull, des Se. maih., (2) 
t. 26 (1902)]. 

(*****) Dato un sistema oo* di curve del piano lo Schefpers dice equi tangenziale rispetto ad 
esso ogni curva, tale che sulle tangenti comuni ad essa e alle curve del fascio sia costante 
il segmento intercetto fra i due punti di contatto. Così ad ogni sistema oo* di curve piane 
corrisponde un sistema oo" di curve equi tangenziali. 
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costituito da tutte le trasformazioni di contatto che trasformano rette in 
rette (*), in modo che i segmenti corrispondenti siano uguali. — Tale {gruppo 
continuo infinito fa perfetto riscontro al gruppo conforme piano. Contiene 
anch'esso come sottogruppo puntuale massimo il gruppo dei movimenti e 
delle similitudini, e trasforma gli uni negli altri i sistemi ^ di curve equi- 
tangenziali, appunto come il gruppo conforme opera sui sistemi cx)- di curve 
isogonali. Di più, se nel piano assumiamo come coordinate della retta i coef- 
ficienti ti, V che compaiono nella così forma normale della equazione della 

retta 

X cos u + y sen a — i; = 0, 

e accanto all'unità reale introduciamo un'altra unità j tale che /• = 0, la più 
generale trasformazione di contatto equidistante è rappresentata sotto la 
forma 

ie + ;t? = /'(M + /r), 
dove f designa una qualsiasi funzione analitica nel campo complesso 

Come nel caso del gruppo conforme, le trasformazioni equidistanti che 
trasformano cerchi in cerchi costituiscono un gruppo misto algebrico oq"^ 
che è analiticamente rappresentabile nel campo complesso [1, j] mediante 
trasformazioni lineari e costituisce il gruppo fondamentale della « Geometria 
di direzione » del Laguerre (***). 

Lo Study ha mostrato come su ogni superficie esista un gruppo di tras- 
formazioni di contcìtto equidistanti, caratterizzate dalla proprietà di trasfor- 
mare le une nelle altre le geodetiche e di lasciare inalterata la distanza geo- 
detica fra i punti di due elementi lineari qualsiansi di una geodetica. In 
particolare sulle superficie a curvatura costante codeste trasformazioni di 
contatto eiiuidistanti ammettono, in base ad opportuni sistemi di numeri 
complessi, una rappresentazione analitica, analoga a ((nella del gruppo con- 
forme e del gruppo dello Scheffers. Di più lo Study ha esteso le sue con- 
siderazioni anche agli spazi a tre dimensioni e a curvatura costante ed è 



(*) Risulta di qui senz'altro la reducibilità del gruppo. 

(•*) Isogonalkurven, Aequitanyentialkurven und komplexe Zaìden [Verh. des 3. iritern. 
Math.-Kongr., Heidelberg, 1904; Math. Ann., voi. 60 (1905)]. 

(•••) GrUnwai.d, Ueher duale Zahlen und ihre Anìvenduntf in der Geometrie [Monatsh. 
f. Math. u. Phys., voi. 17 (1906)]. 
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notevole che mentre negli 5, non-euclidei le trasformazioni di contatto equi- 
distanti costituiscono, come le trasformazioni puntuali conformi, un gruppo 
finito a dieci parametri, nello S, euclideo esse danno luogo ancora ad un 
gruppo continuo infinito (*). 



Tkokta gknkhale dki gruppi contìnui infiniti. 



Ad un più largo ed elevato ordine di idee e di resultati ci conducono 
finalmente i pochi lavori pubblicati in ((uesto decennio sulla teoria generale 
dei gruppi continui infiniti. 

Solo il V^KSsroT, il Caktax e il Medolaghi hanno lavorato in questo 
campo. 

Il Vkssiot, nella prima parte del suo Memoir couronm del 1903, ha avuto 
sovratutto il merito di riprendere, chiarii'e e completar sotto qualche as|>etto 
quelle ricerche dell'ENGKL e del Medolaghi, che non avevano ottenuto certo 
ditTusione e seguito pari alla originalità e all'importanza. 

L'Engel, nella sua Dissertazione die risale al t885 (**) e in una Nota 
complementare del t894 (***), aveva assegnato un metodo che permette di 
costruire le equazioni di definizione delle trasformazioni infinitesime di tWÈÈti 
i gruppi continui, finiti e infiniti, in n variabili, quando si conoscano le tras- 
formazioni infinitesime <ii certi gruppi continui finiti di composizione parti- 
colare. Questa singolare corrispondenza fra i gruppi in n vaiiabili finiti o 
infiniti e quei {^articolari gruppi finiti o gruppi caratteristici deli'ENOBi^ era 
stata i>oi studiata e discussa nel 1897 dal Medolaghi (****)^ il quale era riu- 
scito in particolare a identificare i gruppi caratteristici deirENOGL in quelle 
due serie di gruppi semplicemente transitivi, a due a due reciproci, le cui 
equazioni fniite si ottengono nel seguente modo: si immaginino tre serie 



(*) Ueber mehrere Probleme der Geometrie, die deni Prohlem der konfonnen Abbiklung 
uHfilny sind [Sitz.-Ber. d. Niederrhein. Ges. f. Natur.-u. Heiikunde, Bonn 1904]. 

(**) Ueber die BefiiiitionsgUkkungBH der coèUinHérUchen TrautfortmUiomsgruppeH |Maih. 
Ann. voi. «7 (1886)]. 

(***) Kleinere Beitrdge u. s. %r. : IX: Die DefinUioMsglelchuHifeH (ter coHimuirUeken Trau^ 
sfarmatìotisgruppen [Leipz. \Un\^ voi. Mj (L894)]. 

(****) Sulla teoria dei gruppi infimti continui [Ann. di Mal-, (3) voi. 25 (1897)|. 
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di n variabili 

5r,, //,, X, (i=-- 1, ^2,..., n) 

e, pensate le Zi come funzioni composte dello X; per mezzo delle //,, si espri- 
mano le derivate, lino ad un certo ordine, delle z rispetto alle x in funzione 
delle derivate delle z rispetto alle // e delle y rispelto alle x. Infine nelle 
equazioni così ottenute si considerino le derivate delle z rispetto alle x come 
variabili nuove, le derivate delle z rispetto alle y [o delle y rispetto alle x\ 
come antiche variabili e le derivate delle y rispetto alle x [o delle z rispetto 
alle y] come parametri. Sono questi i gruppi indicati. 

L'analisi del Medolacìhf aveva condotto, come a resultato saliente, ad 
un procedimento determinato e diretto, che permette di risalire dalle equa- 
zioni di definizione delle trasformazioni infinitesime di un gruppo qualsiasi 
alle equazioni di definizione delle rispettive trasformazioni finite, non appena 
siano note le equazioni del corrispondente gruppo caratteristico dell'ENCiKL; 
e codeste equazioni di definizione sotto la forma del Mkdolaohi rappresen- 
tano per ora il più semplice e più maneggevole strumento di ricerca, che si 
possieda in questo campo. 

Tutti i gruppi continui appartenenti ad un medesimo tipo del Lie, cioè 
simili fra loro mediante trasformazioni puntuali del relativo spazio, hanno 
un medesimo gruppo caratteristico dell'ENUEi.; ma reciprocamente ad un 
medesimo gruppo dell'ENOEL corrispondono in generale più tipi di gruppi 
nel senso del Lie, il cui insieme si dirà, col Medolacihi, tipo (fcZ/'ENGEL. 

Il Medolaghi, nel 1899, prendendo le mosse dalle sue equazioni di de- 
finizione ha abbozzato, assai sommariamente invero, un metodo diretto a se- 
parare i vari tipi del Lie contenuti in un medesimo tipo dell'ENdEL (*). 

Ora, come già accennai, il Vessiot nella prima parte del ricordato Me- 
moir courqnné (**), ha rielaborato e rifuso le deduzioni analitiche dell'ENGEL 
e del Medolaghi e ha condotto a termine nei suoi particolari la suindicata 
discussione, relativa ai vari tipi del Lie appartenenti ad uno stesso tipo del- 
l'ENGEL. In base ad una discussione analoga egli ha mostrato come, partendo 
dalle equazioni di definizione di un gruppo sotto la forma del Medolaghi, 
si possano determinarne i vari sottogruppi e in particolare i sottogruppi in- 



(*) Contributo alla determlnasUme del gruppi continui in uno spazio ad N dimensimii 
[Rend. della R. Acc. dei Lincei (5) voi. >\ (1899)]. 

(♦•) Sur la théorie des yroupes continua [Ann. de rÉc. N. Sup. (ò) t. 40 (Ì903)l. 

Annali di Matematica, Sorio III, Tomo XV. i4 
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varianti, e da ultimo ha precisato pei gruppi infiniti il concetto di isomor- 
fismo, nel che per altro era stato preceduto dal Gartan nei lavori che ac- 
cennerò fra poco. 

La seconda parte del Memoir couronné è dedicata alla integrazione dei 
sistemi differenziali che ammettono un gruppo continuo di trasformazioni (*) 

Un tal problema di integrazione, in base ai principi del Lie si può sempre 
decomporre in una serie di problemi, di cui uno porta su di un sistema 
differenziale risolvente la cui natura può essere qualsiasi, mentre gli altri ri- 
guardano sistemi, la cui soluzione più generale si deduce da una soluzione 
particolare mediante le trasformazioni di un gruppo continuo semplice. Ora 
il Vbssiot ha dimostrato che si può sempre fare in modo che codesti ultimi 
sistemi differenziali siano automorfij cioè tali che la soluzione più generale 
si ottenga da una qualsiasi soluzione mediante un gruppo continuo di tra- 
sformazioni puntuali che operino solo sulle funzioni incognite; e questa sem- 
plilìcazione, per quanto di natura formale ha una importanza notevole. 

Nella terza parte infine (**) il Vessiot si è occupato dell'estensione della 
teoria del Galois alle equazioni lineari alle derivate parziali e ai loro sistemi 
completi, estensione già indicaUi prima dal Dkach (***), e che il Vessiot qui 
ha compiuto abbandonando il metodo algebrico del Galois, generalizzato dal 
Picard al caso delle equazioni differenziali ordinarie, e sostituendovi, in ra- 
gione della diversa natura del problema considerato, un metodo analitico, che 
vale per altro ad esaminare anche i problemi del Galois e del Picard. 

Il Vessiot nel lavoro teste accennato aveva riscontrato una lacuna nella 
dimostrazione di un teorema del Medolaghi : fu così occasionata la recente 
ricerca del Medolaghi (****), in cui quel suo teorema vien ristabilito su so- 
lide basi, almeno in un primo caso di interesse saliente. 

il Medolaghi (♦*♦**) aveva già prima notato come quei gruppi infiniti, 



(*) Sur Vintégration des systèmes différentiels qui adtnettent des groupes continues de 
transformations [Ada. math., t. 28 (1903)]. 

(**) Sur la théorie de Galois et aes diverses géfiéralisations [Ann. de l'Éc. N. Sup. (3) 
t. 21 (1904)]. 

(*♦*) Ann. de VÈc. Norm. Sup. (3) voi. 1898)]. 
(****) Sopra i gruppi definiti da equazioni differenziali dei 1.^ ordine [Rend. del Gire, 
mal. di Palermo, t. 24 (1907)]. 

(*****) Sur les groupes que se présentent datis la généralisation des fonctions afujdytiques 
[Comptes rendus, t. 12(5 (1898)). 
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alle cai equazioni di defiriizioiio il Picarii era friunlo nel IH'.tl generalizzando 
le e()uazÌoni alle dei'iviite parziali della teorìa delle funzioni di nna variabile 
complessa o, se vogliamo, le equazioni di definizione del gi'uppo conforme 
piano (•), si possono earatterizzarfi, nell'insieme di lutti Ì gruppi inliniti, come 
quelli che contengono in sé il gruppo eommutabile di tutte le trattazioni del 
relativo spazio, Detti gruppi de! Picard i gruppi siffatti, il Medolaghi ha 
dimostralo che ogni tipo dell' Knoru del 1." ordine (cio^ definito da equazioni 
del 1." ordine) contiene nn gruppo del Picard. E si noti die, come ha osser- 
valo il Meoolaohi. quando si prescinda dal gruppo proiettivo totale o dal 
gruppo infinito delle trasformazioni proporzionali, definite da sole equazioni 
del 2." ordine, ogni gruppo sia finito, sia infinito o è del l." ordine, o è con- 
tenuto in un gruppo del I." ordine. 

Ora il Medolaghi. in base al suo teorema e al fatto che ì gruppi carat- 
teristici dell'KsoRi, di gruppi del f." ordine sono tutti contenuti nei gruppi 
parametrici del gruppo lineare omogeneo in « variabili, ha stabilito fra i 
gruppi infiniti del Picard e i vari tipi di gruppi lineari omogenei una cor- 
rispondenza, di cui già le prime e più ovvie conseguenze, a cui per ora si 
è limitato il Medolaghi, dimostrano la singolare importanza. — È in parti- 
colare notevole il nesso fra ijuesto metodo dì ricerca dei gruppi del PinARD 
e il classico metodo dovuto al Lie degli sviluppi in serie nell'intorno di un 
punto generico, 

Mentre il Medolaghi ed il Vessiot, come già TEnogl, avevano riattac- 
cato le loro deduzioni ai primi principi già stabiliti dal Lie per la teoria dei 
gruppi iiiUniti, le ricerche del Cahtan sulla struttura dei gmppi infiniti ne 
sono indipendenti (*•), In particolare il Cahtan esclude affatto la considera- 
zione delle trasformazioni infinitesime del gruppo e si vale sistema licameule 
della sua teoria di integrazione dei sistemi di equazioni ai differenziali to 
tali, che egli ha notoriamenle costmito elaborando e generalizzando alcune 
vedute che si possono far risalire al (ìrassmann (*•*). 



(*t Swr (xrtainn agatèmes tt'équatiun» aux ilérivéf-s parlìelies i/énéralùaHt lea iqwUionB 
de la théitrie dea fonctiotta d'une variable compUixe (Journal de iiiathénialiques, (1) 1. 8 (1894)1. 
(••) Sui- In atiiittuie dea ffroupea inlìnia [Complea rendus, t, 13.5 (1902)]. — Sur la slrnt:ture 
dM ffroupw inftnia de trauaformatiotta [Ann. se. de l'Èc. N. Sup. (3) t. 21 (1904). t. !H (1905)]. 
(***) Stir l'integrai ioti des ayatémea d'iqHationa aìnc différeniiellM totalea [Ann, se. l'Éu, N. 
Sup. (3) t. 18 (1901)), — Sur l'inlégration dea agatèmea différenliels eompléUinent inUi/rablea 
[Comples renduM. I. 13Ì (1902)]. — Sur Vequivakìite dea ayatémes différentifla [Ibid,. t, 135 
{1902)1. 
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A base delle sue deduzioni sta il concetto di isomorfismo oloedrico o 
uguaglianza di composizione fra gruppi infiniti, che egli definisce nei termini 
seguenti: Anzitutto egli dice che, dato un gruppo O operante su n variabili 
a?i . . . a?,,, un altro gruppo G' operante sulle x, e su altre m variabili y, . . . y» 
è ottenuto per prolungamento di G, se G' trasforma fra loro le a-, appunto 
come il gruppo dato G; e chiama oloedrico questo prolungamento quando 
alla trasformazione identica del gruppo G corrispoude nel gruppo prolungato 
la sola trasformazione identica. Ciò premesso, il Cartan dice isomorfi oloe- 
dricaniente due gruppi, se si possono prolungare oloedricamente in modo da 
ottenere due gruppi clie operino sullo stesso numero di variabili e siano fra 
loro simili. 

Ora il problema più importante sta nella ricerca di criteri che permet- 
tano di riconoscere codesta uguaglianza di composizione; e il Cartan lo 
ha risoluto per una via analitica, che appare alquanto oscura e artificiosa, 
ma, giova il riconoscerlo, ha condotto l'autore ad alcuni resultati ben pre- 
cisi e importanti. Egli, assunte le equazioni di definizione delle trasforma- 
zioni finite di un gruppo G sotto la forma di un sistema di equazioni ai dif- 
ferenziali totali, dimostra come si possa sempre prolungare oloedricamente 
il gruppo dato in modo da ottenere un gruppo G\ il quale sia il morssimo 
gruppo rispetto a cui sono invarianti certe h funzioni Ui (che mancano na- 
turalmente nel caso di un gruppo transitivo) e certi r-\-p pfafflani 

(o,,..., (0,.; tsfj,..., tJTp, 
tali che sia 

dU,= F,,co, H f-K,co, 

e il covariante bihneare di oj^ (ft = 1,..., r) abbia la forma 

^ Cifk co, W/ -I ^ a,p^ w, tjjp , 

dove le F.^., c.^^., a^p^ sono funzioni delle U (e perciò si riducono a costanti 
numericlie pei gruppi transitivi) e le a^f,,, costituiscono un sistema involu- 
tivo (*). Godesti coefficienti V^, c^j^., a,.p:^. caratterizzano la struttura del gruppo, 
in quanto due gruppi per cui siffatti coefficienti coincidano sono fra loro 
oloedricamente isomorfi. 



(*) Ciò implica fra le (liQk corto relazioni lineari (dipendenti in parte dalle eventuali re- 
lazioni lineari fra j?li w< . wg) che qui trovo inutile specificare. 
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Per codesti coeflicieiiti della slruttura (generaiizzaaimie (ielle i;()staiiti iti 
roriiposizioiie ilei gruppi l'miti) Ìl Cahtan assegna le t-ornlizionì necessarie e 
siiffìrienti cui devono soddisfare; e fra le piìi iiotevuli cotiseguenze che egli 
ne deduce vanno riroidate alcune cnnsidet-azionì sulla posi^ihilitù di lidune 
in certi casi il grado di ìulransitività senza alterart' la struttura del gruppo, 
e l'otìservazione che, a differenza di «luatito acc.-ide pei gi'U|ipi finiti, il niL- 
niiiio giada di intransitività di mia struttura di gruppo inlinilo jiun essere 
(lìversn da zero, o, in altre parole, che esiahtto gruppi infiniti itilranaitivi, i 
(/utili non sono oloedricamenle isomorfi a nessun ffrnppo Iransitiro. 

Il Cahtan ha discusso poi miiuilatnente il i)roblenia della determinazione 
ili tulli i gruppi oloed ricalile lite isomorfi atl un gruppo dato, prendendo le 
mosse da una nuova definizione del gruppo, Ìl quale vien qui caratterizzato 
come rinsiemc delle Irasforinazioni che inducono su certi pfaRiani un certo 
gruppo lineare (del (piale interesserehhe certo indagare le eventuali rela- 
zioni col gruppo caratteristico dell'ENOKL). Risultò in parlicolare da siffatta 
discussione che. contrariamente a quanto accade pei gruppi finiti, un grupjio 
infinito può essere isomorfo n sé stesso meriedricalmente ; il che dà luogo alla 
necessità di distinguere due specie di isomorrisino meriedrico: proprio e i»i- 
proprio, dicendosi che l'isomorfismo meriedrico fra due gruppi b proprio, se 
essi non si possono riguardare in alcun modo come oloed ri esimente isomorfi. 
E di qui ancora risulta che i gruppi semplici vanno distinti in propri ed 
impropri; i primi sono quelli che non ammettono nessun gruppo inericdri- 
camente isomorfo, né proprio né im|iroprio: gli altri sono quelli che possono 
ammettere degli isomorfismi meriedrici Ìnipro|)ri. ma nessun isoiiiorfisnio me- 
riedrico proprio. 

Si rivela cosi la eccezionale difficoltà dei problema della decomposizione 
di un gruppo infinito in una serie normale di sottogruppi; ed anzi, come 
nota il Caktan, vi è luogo a dubitare in certi casi della possibiliUV di tro- 
vare una decomposizione in una serie finita di sottogruppi semplici. Da ul- 
timo il Caktan ha applicato la sua teoria generale allo -studio dei gruppi 
dipendenti da funzioni arbitrarie di un solo argomento ciascuna; dimostrando 
in particolare che fra codesti gmppi quelli transitivi e semplici hanno la me- 
desima struttura del gruppo totale in una sola variabile. 

Più di recente ìl Caktan, come risulta da una Nota dei Compks Rendus, 
ha risoluto un altro problema del più alto interesse, sovratutto in ordine alle 
teorie di integrazione, cioè la determinazione di tutti i gruppi continui, i«- 
finili. semplici, la quale, in confronto della analoga questione pei gruppi 
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finiti, offre un nuovo ordine di difficoltà per la esistenza di gruppi intran 
sitivi, non isomorfi oloedricamente ad alcun gruppo transitivo (*). 

Ora il Gahtan in primo luogo ha dimostratér che i gruppi transitivi sem- 
plici si riducono tutti a quattro tipi già indicati dal Lir: gruppo puntuale 
totale, gruppo delle trasformazioni proporzionali, gruppo totale delle trasfor- 
mazioni di contatto e gruppo di tutte le trasformazioni di contatto nelle a?,, Pi. 

In secondo luogo poi ha determinato tutti i gruppi semplici che non 
sono isomorfi ad alcun gruppo transitivo, dimostrando in particolare che i 
gruppi intransitivi semplici propriamente detti si ottengono dai gruppi sem- 
plici transitivi, facendo che in essi gli elementi arbitrari dipendano nel modo 
più generale possibile da un numero qualsiasi di variabili non trasformate 
dal gruppo. 

Risultati questi veramente belli e importanti! 

Nel campo dei gruppi infiniti, di cui sino a pochi anni innanzi così scarse 
notizie possedevamo, due vie oramai sono dischiuse: quella di Engel-Medo- 
laghi-Vessiot e quella del Cartan; e Tuna e l'altra hanno aperto l'adito a 
vedute nuove e a inaspettate conclusioni. 

Ma reso con ciò l'omaggio dovuto ai pregi intrinseci e al durevole valore 
di siffatti resultati, altro possiamo chiedere all'avvenire. 

1 due indirizzi dianzi accennati e fra loro tanto divergenti, racchiudono 
per così dire un settore, in cui sopratutto importerebbe spingere ora opero- 
samente le indagini, fino a stabilire fra le due vie un sistema di relazioni e 
quasi di comunicazioni. 

Potrà di qui sorgere sui pioblemi fondamentali della teoria dei gruppi 
infiniti una concezione nuova, forse una concezione più sintetica, e meglio 
rispondente alla veduta generale del Lie, che in ogni problema tutto subor- 
dinava alla infaticata ricerca di quell'intima armonia fra metodi e resultati, 
che allo indagini matematiche infonde carattere e valore estetico. 



(*) Les groupesiìe transformations cofìthius, in finis, simples [Ck)mptós rendus, t. 144 (1907)]. 



Sulla deformazione infinitesima 

delle ipersuperficie. 



(D* Umberto Sbrana, a Bra), 



Il problema della deformazione infinitesima si può [)orre por una iper- 
superficie V„_i dell'iS'^ euclideo nello stesso modo come si fa per una super- 
ficie dello spazio ordinario. 

E già stillo osservato (*) però che, appena è h>3, una V'„_, generica 
non ammette deformazioni infinitesime. Ciò può però avvenire per le iper- 
superficie di certe classi speciali. In questo lavoro io mi propongo appunto 
di studiare tali V^_^ particolari. 

Trovo così, come ho già trovato per quelle deformabili in modo finito (**), 
che esse debbono essere inviluppi o di oq\ o di oq'^ iperpiani. 

Esaminato il caso semplice di una F^.» inviluppo di ce* iperpiani, nel 
quale questa ammette deformazioni infinitesime dipendenti da una funzione 
arbitraria, rimane quello in cui la K_, ha ce" iperpiani tangenti. Facendo 
allora della y^_i l'immagine di Gauss nell'ipersfera fondamentale di S^^ o, 
se vogliamo, nello spazio ellittico /„_, ad n — 1 dimensioni, ottengo una su- 
perficie 2a^ sulla quale dimostro dovere esistere un sistema coniugato ad 
invarianti eguali. Invertendo questo risultato dimostro infine che: La ri- 
cerca delle K_, di S„ deformabili in modo infinitesimo equivale alla ricerca 
ed alla integrazione delle equazioni di Laplace : 

\-a ^- - +b Ts \-c^=^0 



che sano ad invarianti eguali, ossia per le quali si ha : 

I da db 



(*) Cfr. Cesàro, Legioni di Geometria intrinseca, paf?. 247. 

(•*) Cfr. la mia Memoria : Sulle varietà ad n — 1 dimensioni deformabili f iella spazio eu- 
clideo ad h ditnensioni [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXVII (1909)]. 
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e che ammettono un gruppo di n soluzioni X,, X.,..., X„ soddisfacenti alla 
relazione : 

|. X] = 1. 

§ 1.^ Formole relative ad una deformazione infinitesiìna. Supponiamo 
che in una deformazione infinitesima di una y„_, di S„ le coordinate a?, di 
un suo punto P ricevano gli incrementi Sx. dati da (jueste : 

S 05, = £*/,, (a) 

dove e è una costante infinitesima della quale sono da trascurarsi le potenze 
superiori alla seconda, e le //, sono, come le j?,, funzioni dei parametri m, , 

If 2 ) • • • ^ ^^M - 1 • 

Essendo : 

d s' = 21 ^^r. d Ur d u. 



r,8 



l'elemento lineare di V„_i, e indicando col simbolo 5 la variazione subita da 
un elemento qualsiasi di l^„_, per la deformazione infinitesima suddetta, si 
dovranno avere queste: 

ossia le altre : 

y" ^3 Ili _4_ y" ?j?/ ^1^ = ì 

^' d tir d w, ^' du, dUr V ( 1 ) 

(r, 6*= 1, 3,..., n — 1). 

Per la deformazione infinitesima i coseni direttori X, della normale a 
F„_, in P, e i coefficienti della seconda forma fondamentale: 

1...H— J 



(6) 



subiranno delle variazioni date da queste : 

IX, =s Y, (* = 1, a,..., »), 

S n„ = £ r„ (r, » = 1, 2,..., »t — 1). 

Variando le note formole: 

a' X, _ "y M r « ( a i». ,. 

(i = l, 2,..., n\ r, «,<=!, 2,..., n— 1), } (2) 

ax, ^-^-i , ^. a^.. 

du, . xrfi dm 
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si troveranno le seguenti : 



a 



a — = — Zi -^X," "oT" • Mt — 2i -'*}/« **/'» o — * 



Le equazioni di Gauss e Codazzi per la F„_, variate ci danno poi ((ueste: 



(a, p, Y, S = l, 2,..., H-1). 



(3) 



Infine variando le altre : 



V Y ?^' — o 

r ' d Ih ~ ' 

1 



^ 



(3)« 



si deducono le seguenti : 



(& = 1, 2,...,.» — 1). \ (4) 

|, X.. y, - 

§ 2." Sistetna per la determinazione di una defonnazione infinitesima. 
Facciamo le seguenti posizioni : 

i'*'' = lf' (*=^' ^'•.•, n; r=1,2,..., »-l). 

Le (2)* si scriveranno così : 






1...H - 1 ;) /»• 1...H— >i 

(A) 



jinna/t di Magmatica, Serie III, Tomo XV. 43 



(5) 
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e costituiranno per le funzioni: 

P% PT,..., P'r'\ Y. (f=-l, 2,..., n) (6) 

un sistema di equazioni ai differenziali totali. 

Le (6) poi dovranno soddisfare alle equazioni in termini finiti (1), (4) 
che si scrivono : 

^, X, Y, = O. 
Facciamo le seguenti posizioni : 

(r, «, fc=*l, 2,..., n — l). 



T 'L^ «'" -U V ^— -' *)<'» — li. 



M 



Da queste, usando le. (2), le (3)* e le (5), si deduce che le funzioni 6, jx, 
T debbono soddisfare al seguente sistema di equazioni ai differenziali totali, 
omogenee : 

/) Al !...•*- 1 1...H-1 L fc Q i 

^ = $ j V 1'^-+'? 1 V [j^- + "''«. + "..«' [ (5)' 

Ora formajido per il sistema (5) le condizioni di integrabilità, tenendo 
conto delle (2) e delle (5) stesse, sì trova che esse sono identicamente sod- 
disfatte in virtù delle (3), e delle equazioni di Gauss e Codazzi per la K_j . 
Tenendo conto di quest'ultime è facile verificare anche l'inimitata integra- 
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bilità del sistema (o)*. Di qui e dalla omogeneità del sistema (5)* risulta che 
basterà scegliere le funzioni (6) integrali del sistema (5) in modo da soddisfare 
alle (7) in un punto iniziale P = {u^f) di V„_i , per essere certi che esse lo 
saranno identicamente. 

Determinate in tal modo le (6), il che è sempre possibile (*), le formole : 

M— 1 

dy^=y,p'i'du, (fc=l, 2,..., n) 

ci definiranno n funzioni y alle quali corrisponderà una deformazione infi- 
nitesima della F,_i, poiché esse verificheranno le (1). Per tale deformazione 
sussisteranno le (a), e, come ora dimostreremo, anche le (ò). infatti suppo- 
niamo che si abbia: 

9 

Le (4) che si possono considerare come costituenti un sistema di n equa- 
zioni lineari nelle n quantità Y,, il cui determinante è diverso da zero, do- 
vranno essere soddisfatte oltre che dalle Y, anche dalle Y'.; si avrà perciò: 

Y' ^=Y 

ossia sussisteranno le prime (ò). 

Moltiplicando poi le prime (2) per Y^, e sommando rispetto ad i da l 
ad n, e aggiungendo a questa relazione quella che si ottiene moltiplicando 
le prime (4)* per X^, e sommando pure rispetto ad i da 1 ad h, si trova, col 
tener conto delle (4), che : 

Y 'du^du.'^r 'duju. *'•" 

le quali provano che sussistono le seconde (ò). 
Se ora indichiamo con : 

2/7, Y<1> (i=l, 2,..., n) 



(•) Posto infatti nelle (7) ui = u^\ esse si riducono ad — -s — --{-n equazioni lineari, 

omogenee nelle n* incognite (p^^)t, (Yi)^ valori iniziali delle (6) ; essendo : n*> — --= h n, 

ad jesse 8i potrà dunque soddisfare sempre, e in infiniti modi. 
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un altro sistema di integrali delle (2)* corrispondente ad altre condizioni ini 
ziali, e poniamo : 

»T — y. = y'V ) 

(A=l, 2,..., n), (8) 

V*»* V — V«» I 

J- h — J-l — ^ h I 

vediamo che le y'l\ YT debbono soddisfare alle (2)* stesse nelle quali si 
suppongano tutte le r nulle. 

Ora è facile persuadersi clie la deformazione infinitesima di K^j corri 
spondente alle funzioni yT, YT si riduce ad un movimento infinitesimo, 
poiché per essa le variazioni corrispondenti dei coefficienti 0^. della seconda 
forma fondamentale di V^_^ sono tutte nulle. 

Dalle prime (8) segue che la deformazione infinitesima corrispondente 
alle funzioni y'* si ottiene sommando, nel senso cinematico, la deformazione 
infinitesima fissa corrispondente alle funzioni y^, col movimento infinitesimo 
corrispondente alle funzioni y^l\ 

Si ha perciò che : 

Noto un sistema di fuìizioni r non tutte nulle soddisfacenti alle (3), ne 
rimane indiinduata^ a meìw di un movimento infinitesimoy una corrispondente 
deformaziane infinitesima della V,_, . 

^ 3." Condizioni ìiecessarie per la defonnaòilità. — Faremo ora- vedere 
cìui per n>3 una K.» generale di S^ non ammette deformazioni infinite- 
HÌme, e perciò dimostreremo che: 

Condizione necessaria affinchè una F„_, di S^ ammetta deformazioni in- 
finitesime^ ossia affinchè le (3) si possano soddisfare con valori non tutti nuUi 
delle r, è che tutti i minori di terz'ordifie del determinante |n| delle O^ 
ffUno nulli. 

Infatti, nell'ipotesi contraria, non saranno nemmeno tutti nulli i minori 
dì HHitotìiio ordine di | O | , e noi potremo sempre supporre che sia : 






=1= 0. (9) 



lU*r un noto teorema di Kronecker, potremo poi fare In modo, cam- 
t/iarido ov« occorra gli indici, che fra i minori di terzo ordine non nulli 
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di I ti vi sia quello principale, avendosi quindi : 



A = 



".I n.. «1. 

Izji 1)22 "JS 

«81 "s« n,3 



-1=0. 



Indichiamo con &>,., il complemento algebrico di fì,., nel determinante A. 

Consideriamo una deformazione infinitesima della K_i, indicando al so- 
lito con S le variazioni corrispondenti dei vari elementi della F„_i stessa. In 
causa delle equazioni di Gauss avremo : 

Sco,.. = (r, « = 1, 2, 3). 

Essendo poi il determinante delle co,., eguale ad -4% così queste ultime 
ci dicono che sarà: 



Ciò posto, variando le tre relazioni : 



troveremo che: 



n,, 0),, + o„ &>,2 + n,, 0),, = A 
n,, &>3i + n,2 ^2% + f^s Wj, = 

«M »»i + n,2 co„ 4- Qis (a„ = 0, 



<«>., Tn + co,2 r,2 + ^rz r», = (r = 1, 2, 3), 



dalle quali si deduce, essendo il determinante delle w diverso da zero, che : 



Variando le equazioni di Gauss, dedurremo in particolare queste : 



(10) 



«(n,.n„ — n,.n„) = 
3(n..n„ — n„.n,.) = 

le quali, a causa delle (10), ci danno : 



(r = 3, 4,..., n — 1) 



n„ r,, — n„ r.., = 
n,. r,, — n„ i\, = 0. 
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Quest'ultime ci dicono, osservando la (9), che: 

IV, =l\, = (r = 3, 4,..., n— 1). (10)* 

Infine le equazioni di Gauss ci danno pure le altre: 

(r, « = 3, 4,..., n — 1\ 

che, usando le (10), (10)*, si riducono alle seguenti: 

o,, r,, = 0, o„iv, = 0; 

dalle quaU si trae, non potendo essere nuUi insieme o,,, o,,, a causa della 
(9), che : 

r.. = (r, « = 3, 4,..., n — 1). 

Da queste e dalle (10), (10)* segue che, nell'ipotesi fatta, le r relative 
alla supposta deformazione infinitesima sono tutte nulle, e che quindi essa 
si riduce ad un movimento infinitesimo. 

§ 4.^ Altra condizione necessaria per la deforniabilità. — La condizione 
per la deforniabilità di una r_,, stabilita n«l § 3.^ ci dice ((M) § 4.«) (*) 
che gli iperpiani tangenti alla V„_, stessa debbono costituire oun sistema oo', 
o un sistema oo*. 

Nel primo caso la V„,i è il luogo di oo* S„_i nei punti di ciascuno dei 
quali è toccata dallo stesso S^^i. Supponendo che gli S^^^ detti sieno le 
varietà i«i = costante, le coordinate x, di un punto P di V„_i potranno così 
esprimersi in funzione delle u: 

nelle quali le oc^^\ $ sono funzioni della sola Mj . 

Le X, risulteranno poi funzioni della sola Wj, e quindi tutte le Q saranno 
nulle, all'infuori di O,, . 

Ciò posto, dalle prime (2) scritte per la nostra K_i dedurremo le se- 



(*) Le citazioni come questa aotio relative alia mia Memoria richiamata ìd principio. 
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• • • • 

gnenti : 

^'JYJ|^ = (i = l, 2,..., n; r, *=2, 3,..., n-ì). 

Queste, fìssali r ed Sy costituiscouo un sistema di n equazioni nelle n — 1 
quantità . ! , la matrice dei cui coefficienti ha per caratteristica n — I ; 
ci danno quindi: 

^*|=0 (r, « = 2, :],..., n—1; J = 1, 2,..., h— 1). (e) 

Le equazioni di Gauss si ridurranno a queste: 

(r«, ftO'=0 (r, »^», *=1, 2,..., n— I) 
dalle quali seguiranno le altre: 

j r*, kt 1=0. {d) 

Se ora si considera una defonnazione infinitesima della y^_i, e si scri- 
vono le prime (3), si vede che tutte le r debbono essere nuUe^ all'infuori di 
r,, che deve, in causa delle seconde (3), soddisfare alle seguenti: 

'-^-iVt <r-*.a »-., (., 

Dalle (d) si deducono, usando le (e), queste: 

"•'*i--kr — -dr-" <*•»-«. 8 — ') 

le quali ci dicono che le (e) soao integrabili. — Integrando le (e), si trova: 

nella quale <l> (ui) indica una funzione arbitraria di ui . 

A causa del § 2.*^ possiamo dunque dire che : Una V^_i di S^ inviluppo 
éi oc* iperpkmi ammette defombaziom infinitesime dipendenti da tfna fwn- 
zione arbitraria. 
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Nel secondo caso la V„^i è il luogo di oc' S„_3 nei punti di ciascuno 
dei quali è toccata dallo stesso S„_i . Scegliendo su K_, le linee coordinate 
in modo che le varietà m, = costante, u. = costante sieno questi S^_, , si 
avrà che le X, risulteranno funzioni delle sole tCi , u^^ e che quindi tutte le n 
saranno nulle, all'infuori di Ou, o,,, Qa^. Alcune delle equazioni di Codazzi 
scritte per la nostra F,,.., si riducono a queste: 

e quelle di Gauss alle altre: 

(12, 12) = fi,, fi,. - n?, S 

le quali ci dicono che tutti i simboli a quattro indici sono nulli, all'infuori 
di (12, 12). 

Consideriamo ora una deformazione infuiitesima della nostra V«_, . Scri- 
vendo le prime (3), si vede che tutte le r debbono essere nulle all'infuori 
di r,,, r,a, Tjs. Infatti fra le (3) vi sono queste: 

r.|sO,,=0, r«pOi2=0 (a, p = 3, 4,..., H— 1), 

dalle quali, non potendo essere contemporaneamente nulli Ou, Qi,, perchè 
altrimenti ((M) § 4.®) la V„_, sarebbe inviluppo non di oo*, ma di oo* iper- 
piani, il che noi escludiamo, seguono le altre : 

r«^ = (a, p = 3, 4,..., n— 1). 
Le (3) stesse ci danno poi le seguenti: 

rt^n,,-r,^n,,=0 
r,^o,2 — r,^a,, =0 

che ci dicono dover essere : 

r^^ = r,0 = O (p = 3, 4,..., n-1), 

poiché il determinante OnO^g — fìjj non può essere nullo, altrimenti, come 
sopra, la K_, avrebbe oo* iperpiani tangenti. 



(p = 3, 4,..., n— 1), 



sbrana: Sulla deformazione infinitesinia delle ipersuperficie. 339 



Vogliamo ora far vedere che affinchè F„_, ammetta deformazioni infini- 
tesime è necessario che la matrice: 

;:j i i", 2 j' , c^ f 11 i;; (a-3, 4,..., n-1) (g) 

abbia per caratteristica 1. 

Infatti le seconde (3) ci forniscono, fra le altre, le seguenti : 

Hall Ì«2(\ :I«M,, >«2( ia^-ii „ IV ,.v* 

le quali ci dicono che la caratteristica deUa (g) non può intanto essere, per 
n>i, tre; nell'ipotesi contraria da esse risulterebbe infatti essere nulle r,,, 
l\i» ^2il e quindi sarebbero nulle tutte le r relative alla supposta deforma- 
zione infinitesima, che si ridurrebbe j>erciò ad un movimento infinitesimo. 
La caratteristica della {g) non può poi in nessun caso essere due, poiché 
altrimenti delle (g)* ve ne sarebbero due indipendenti che scriviamo così : 

W 1 » > 2 W^'"^! ^2 » " ( l »*''-^ / 

(11) 
Ma. 1(_Ì«,2|\ .!«. Ifp _i«^2| _ \ 

\\ 1 ) i 2 \) ''~^\ 2 1-"^ i 1 ^*'»-^'' ' 
Considerando allora insieme a queste l'equazione : 

2 a., r., ~ a., r„ — a,, i\, = (), (12) 

che è una delle prime (3), se ne dedurrebbe dovere essere nulle le r, e 
quindi K_, indeformabile, poiché le tre equazioni lineari (11), (12) hanno un 
determinante diverso da zero. 

Di quest'ultima cosa ci si convince osservando che, in causa delle (/"), 
le (11) sono soddisfatte anche quando in luogo di r,,, l\.,, v.,.^ si pone o,,, 
"ij> ^i; da ciò segue infatti che il determinante detto è proporzionale ad 
^11 ^^»a — ^^uy ed è quindi diverso da zero. 

Come abbiamo dunque asserito, la (g) deve avere per caratteristica 1. 

§ 5.^ Superficie immagine della F^_, . — L'immagine di Gauss della 
y^_, è nell'ipersfera fondamentale, ossia nello spazio etUttico ad n — I di- 
mensioni 7„_i, una superhcie ^, . Le coordinate di Weierstrass di un punto 
P di 2is sono X,, Xj,..., A',. 

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XV\ 4.4 
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Indicheremo i coseni direttori di n— 3 rette normali a 2Is ini P, e fra 
di loro a due, a due rispettivamente con : 

^1 > w ?•• • ? s?""' (t = 1, 2,... , h), 

onde sussisteranno le relazioni : 






>;.x,?7=o 



(J, w=l, 2,..., n — 3), ) (13) 






avendo indicato con e,„ l'unità se i = m, lo zero se J =\^ m. 
Facciamo le posizioni : 

(*•, »=1, 2; (t=l, 2,..., »— 3). 



n 



.1 rdi» ^ -^i 



Y^' dn^du~ ""' 
Si sa allora ((M) § 6.®) che sussistono le seguenti : 

d'X, \rs\'dX, \rs(dX, -^^^^^^ ir v / x qi\ ma. 

d^u=\ ì Sd^.^i ^ idti,^^'^''--^^^ (r, .= 1, 2) (14) 

nelle quali gli apici stanno a indicare che i simboli a tre indici sono calco- 
lati rispetto all'elemento lineare di ^l» che è : 

E,,du: + ^E,^d u, d n, + jB„ d u\ . 

Le coordinate a?, di un punto ìV=(m,) di r„_, si sa ((M) § 5.^) poi che 
sono date da queste : 

a;, = a;? + "|','w,^,$?, (14)* 

e i coefficienti O dalle altre : 

H— 3 

n.. = K. + S» Wm , nii' (r, » = 1, 2), 
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nelle quali le a?7 e le k,., sono funzioni delle sole ?e, , iit. Da quanto a\> 
biaino nel § 4.^ dimostrato a proposito della matrice (g) segue ((M) § 11/^) 
che 21« è una superfìcie di quelle sulle quali esistono sistemi coniugati. Si 
sa di più ((M) § 12.*^) che si può sempre riferire ad uno di essi in modo clie 
corrispondentemente risulti : 

o^'> = n,8 = () (« = 1, 2,..., w — 8). 

Allora le equazioni di Codazzi ci danno queste : 

Ila! l ^ a i 

) 2 ]""= I |^'t=0 (a = 3, 4,.,., w — 1), 

dalle quali segue, essendo n,,, Qj. diversi da zero, clie : 

V j = j YS = " (« = 3,4,..., n~l). (15) 

Le (g)* si riducono alle seguenti: 

(I Vl~t Vì)^»*=^ (« = 3, 4,..., n~l); 
dalle quali segue, se non si hanno contemporaneamente le relazioni : 

I Vl~f Vl==^^ (« = 3,4,..., H-1), (16) 

che : 

r — 

Se poi sussistono le (16), allora si dimostra ((M) § 11.^) che si hanno le 
proporzioni : 

21t in tal caso appartiene ad una varietà geodetica /^ a tre dimensioni di 
/._. ((M) § 8.0). 

Facciamo ora un'osservazione relativa al caso generale. 

Dalle prime (2)* risulta che, essendo (*) : 






1=0 (r, 8 = S, 4,..., n — 1; fc= 1, 2,..., n— 1), 



(♦) Per le forinole | ^ | = cfr. ((M) § 9.% 
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si avrà : 



d u,. ? w. 



= 0. 



Le y, saranno perciò delle funzioni lineari di m,, tf^,..., ie^_i. 
Dalle seconde (2)* risulta poi che : 

1^ = (< = 3, 4,..., w — 1), 

ossia che le Y,. sono funzioni delle sole w, , Wj . 
Ciò posto è chiaro che avendosi : 

e avendosi le (14)*, ne dedurremo che le l\. dovranno essere funzioni lineari 
di j^s, W4,..., ?i^_,, ossia che si dovranno avere formule del tipo: 

r., = K.. + li, rt'i H h i*«-. rj;-'^ (r, «=1,2) (fc) 

nelle quali le K, r*'^ sono funzioni delle sole Ui , ti, . 

Ritornando ora al caso particolare in cui sono soddisfatte le (16), ed 
esaminando le seconde (3), si \^de che fra di esse vi sono le seguenti : 



3wy ( 1 r^" dxh ) 2 i 



>)•» 



ar, 






(Y = 3, 4,..., n — 1). 



Da queste si deduce che, posto : 

Ili * S8 * 22 

L, JVf, iV sono funzioni delle sole tCi, h^, poiché sono nulle le loro derivate 
rispetto ad ti», M4,..., m„„, . 

Ponendo nelle (ft)* i valori (fe) delle r, si trovano queste : 

ir,,:rj;> = ir,2:rfj> = ir22:r£> (r=l, 2,..., w — 3) (17)* 

analoghe alle (17). 



Sbrana: Sulla deformazione infinitesima dells ipersuperficie. 343 



Dalle (17), (17)* si deduce che, prendendo per coordinate m,, u^ su V^Li 
quelle che riducono a forma ortogonale le due forme differenziali simultanee : 

05V d Mj + 2 n\'ì du,d Ho + 0*i* d ul 

si avrà ancora, come nel caso goierale : 

o., = r,, = 0. (18) 

§ 6.^ Condizioìie sufficiente per la de f or mobilità . — Riferitici a quelle 
linee w, n^ della 2I« P^r 1® quali risultano soddisfatte le (18), avremo che le 
prime (3) si ridurranno all'unica: 

n„r„ + n,,r,,=0; (19) 

mentre le seconde (3) daranno luogo a quelle dei seguenti due gruppi : 






d 



?J-_|lr(p ?Ij*._i2vj (y_;-ì 4 n-n (21) 

awy~| 1 \^''' duy~\ 2 i ■* (r-'^^vM n 1), [ZI) 

le rimanenti (3) risultando identicamente soddisfatte quando, per alcune di 
esse, si osservano anche le (15) e le altre : 

1^1=0 (r, « = 3, 4,..., n — 1; fc = l, 2,..., n-\) 

già notate. 

Ormai la questione di trovare la condizione affinchè la nostra K_, am- 
metta deformazioni infinitesime è ridotta a quella di trovare le condizioni 
di integrabilità per il sistema misto ai differenziali totali, per le funzioni in- 
cognite Fu, r^s, costituito dalle (19), (20), (21). 

Dalla (19) si deduce che, posto: 

r,,=xn,,, (22) 

con X funzione ausiliaria delle m, si deve avere : 

r„ = - X n„ . (22)* 
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Si trattii (li determinare >. in modo da soddisfare alle (i20), (21). 
Intanto, sostituendo nelle (21) i valori (22), (22)* di Tu, r„, col tener 
conto delle equazioni di Codazzi, si trova : 

g— = (Y = 3, 4,..., w— 1), 

le quali ci dicono che X deve essere funzione delle sole ii, , tf, . 

Facendo poi la stessa sostituzione nelle (20), col tener conto delle se- 
guenti : 

an,. ini ii2( _ 

fu, ^1 2 I "I 1 i""-'^ 
an, 1-221 il2| _ 

che non sono altro che due delle equazioni di Codazzi per V,_i, si dedu- 
cono le altre: 

aiogx^j 1 !"■■ 

d Mi 0,2 

8 «8 ft,, 

Quest'ultime, tenendo conto delle relazioni : 

r^2| |ii| 

n« ~ ( 2 i' n., - i 1 r 

nelle quali gli apici ai simboli dei secondi membri indicano, come si è già 
stabilito, che essi sono calcolati rispetto all'elemento lineare di 2,, si ridu- 
cono alle seguenti : 

^*o^__o,|12(' aiogX__ |12|' 

a», ~ "12 1' du, ~ ili' ^ ' 

La condizione di integrabilità per le (23) è : 

1 1 2 e 1 1 2 e 

2 i 111 

- 'i._L=.. J_L_L. (24) 

OUi OUi 
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Inversamente, supposta soddisfatta quest'ultima, le (!23) ci danno : 

con e costante arbitraria. 

Prendendo poi per r,,, r^., i valori (2^), (22)* nei quali si ponga per \ 
valore (24)*, e prendendo tutte le altre r eguali a zero, si ottiene un si- 
stema di soluzioni delle (3), determinato a meno della costante moltiplica- 
tiva e, al quale corrisponde, secondo il § 2/*, una deformazione infinitesima 
della F^_,. La (24) ci dà dunque la cercata condizione definitiva per la de- 
formabilità della nostra V„ _, . 

§ 7." L'equazione di Laplace per la V^ imnmgine, — Poiché per la Vj 
immagine di F„_, si ha: 

n;*> = (&=!, 2,..., H — 3), 

così le (14) ci dicono che le coordinate A', di un suo punto debbono essere 
integrali dell'equazione di Laplace : 

duicu^ I 1 \ Olii I 2 \ du^ ^ ^ 

la quale, a causa della (24), è ad invarianti eguali. 
Inversamente, se si ha un'equazione di Laplace : 

ad invarianti eguali, ossia per la quale si ha : 

da db 

dui dUo ' 

che ammette n integrali X», Xg,..., X„ legati dalla relazione: 

|.X?=1, (26)* 

e si interpretano le X, come coordinate di un punto P dell'/,,., ellittico, P, 
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al variare di w,, ti», descrive una superficie Si che vogliamo far vedere es- 
sere immagine di F,..» con deformazioni infinitesime. 
Infatti scriviamo le n relazioni : 

J'...^^i + a 1-^^ + 6 1^^'- + cX, = (i = 1, «,..., n) 
e paragoniamole con le altre: 

(i^ 1, 2,.... ») 
scelte fra le (14) scritte per la 2)s ora detta. Si ottengono così le seguenti : 

che, per essere il determinante : 



d/ M, (7 lij I 

diverso da zero, ci danno : 

a = -[yS6=-[ 2 j,g,, = c, 0^ = (u = l, 2,..., n-H). 

Queste provano che le linee w, , w, formano su 2, un sistema coniugato, 
e che l'equazione (25) relativa ad esso è identica alla (26), quindi è ad in- 
varianti eguali, essendo soddisfatta la (4*). 

Ora le coordinate x^ di un punto P della più generale r„_, inviluppo 
di oo' iperpiani, di cui la ^2 considerata è l'immagine neir/„_, ellittico, sono 
date ((M) § 16/^), in funzione delle w,, dalle seguenti: 



ff*-8 



x,=WX. + V{ W, X.) + :^, u,,., $1^ (27) 

nelle quali W è una funzione arbitraria di m,, w^, e il parametro dilTeren- 
ziale misto deve essere calcolato rispetto all'elemento lineare di 2? • 
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Attìnchè poi una di tali r„_, sia deformabile bastenì che per essa si 
abbia : 

coinè risulta dai §§ r)/\ G.^ Quest'ultima relazione si scrive ((M) § 10.") cosi: 

perciò, ponendo nelle C^?), in luo{?o di ir, un intejrrale della (25), si otterrà 
una 7,._, deformabile di cui V> è Timmaj^ine. 

Riepilogando vediamo die : 

La ricerca delle F„_., di S„ che ammettono deformazioni infinitesime equi- 
vale a quella delle equazioni di Laplace (26), ad invarianti eguali, che am- 
mettono n integrali X,, A\.,..., A', legati dalla (2())*, e a quella dei loro in^ 
tegrali. 

Nota una di tali equazioni^ il gruppo delle sue soluzioni Xf ci dà le coor- 
dinate di un punto mobile sur una superficie 2I2 ^* ^n.-x » sulla quale il si- 
stema (?«,, ^f.) è coniugato. Preso un integrale W della (26) stessa, ^sostituito 
nelle (27), queste ci danno una F„_i, avente ^la per immagine, che ammette la 
deformazione infinitesima corrispotidente al prendere tutte le T nulle, alV in- 
fuori di Fi,, r..»., per le quali si devono prendere i valori (22), (22)*, a essendo 
dato dalla (24)*. 

Osserviamo che in particolare se per la (26) si ha : 

da db .V , 
d =0 =2i;&, 

M, U^ 

allora una qualsiasi F„_, corrispondente, oltre ad essere deformabile in modo 
infinitesimo, lo è in modo finito, appartenendo alla classe di quelle ((M) § 14.") 
che ammettono una serie continua ce' di deformate. 

Notiamo infine che le proprietà geometriche trovate ((M) §§ 17.", 18.", 21.") 
per una F;._i di S„ deformabile in modo finito sono possedute anche da una 
V^^i di S„ deformabile in modo infinitesimo. Pensando infatti alle dimostra- 
zioni che di (juelle proprietà si son date, si vede che esse poggiano tutte 
sopra questi due soli fatti : 

1." che una F„_, di S„ deformabile in modo finito ò inviluppo di ^■ 
iperpiani ; 
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±^^ die per tale F,_, la matìi(*e ig) ha la 'caratteristica eguale ad 1; 
ora, |)0icliè questi due fatti si verificano anche per una F„_i di S^ coh de- 
formazioni infinitesime, così risulta tliraro quanto si è sopra asserito. 

Si avrà così che una V^ di S, con deformazioni infinitesime sarà il luogo 
delle -x" rette di una congitienzà ; che una V^ di S-, dèlia specie detta sarà, 
in generale, il luojro dcfrii 3c' piani tanj^enti ad una superficie, ecc. 

Hni. :>0 agosto 1908. 
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